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[ ]
& INTRODUCCION

| célculo integral, encuadrado en el célculo infini-

tesimal, es una rama de las matematicas en el

proceso de integracion o antiderivacion; es muy
comun en la ingenieria y en la matematica en general
y se utiliza principalmente para el calculo de areas y
volumenes de regiones y sélidos de revolucion.

Fue usado por primera vez por cientificos como Ar
guimedes, René Descartes, Isaac Newton, Gottfried
Leibniz e Isaac Barrow. Los trabajos de este Ultimo y
los aportes de Newton generaron el teorema funda-
mental del célculo integral, que propone que la deri-
vacién y la integracién son procesos inversos.

La integral definida de una funcién representa el area
limitada por la gréafica de la funcién, con signo positi-
vo cuando la funcién toma valores positivos y negati-
vo cuando toma valores negativos.

Las derivadas y las integrales tienen diferentes cam-
pos de aplicacién, pero en este caso en particular,
nos referiremos a los beneficios que se obtienen me-
diante el uso de las integrales.

Para llevar a cabo estas aplicaciones, nos valemos del
uso de dos herramientas elementales:

* Las integrales definidas y
* El Teorema Fundamental del Célculo Integral

Los creadores del Andlisis Infinitesimal introdujeron
el Célculo Integral, considerando los problemas in-
versos de sus célculos. En la teoria de fluxiones de
Newton la mutua inversibilidad de los problemas del
calculo de fluxiones y fluentes se evidenciaba clara-
mente. Para Leibniz el problema era mas complejo: la
integral surgia inicialmente como definida. N.°obstan-
te, la integracion se reducia practicamente a la bus-
queda de funciones primitivas. La idea de la integra-
cion indefinida fue inicialmente la dominante.

El Célculo Integral incluia ademés de la integracion
de funciones, los problemas y la teoria de las ecua-
ciones diferenciales, el célculo variacional, la teorfa
de funciones especiales, etc. Tal formulacién gene-
ral crecié inusualmente rapido. Euler necesité en los
anos 1768 y 1770 tres grandes voliUmenes para dar
una exposicién sistematica de él.

Segun Euler el Célculo Integral constituia un méto-
do de busqueda, dada la relacién entre los diferen-
ciales o la relacion entre las propias cantidades. La
operacion con lo que esto se obtenia se denominaba
integracion. El concepto primario de tal Célculo, por
supuesto, era la integral indefinida. El propio Célculo
tenfa el objetivo de elaborar métodos de busqueda
de las funciones primitivas para funciones de una cla-
se lo méas amplia posible.

Los logros principales en la construcciéon del Calcu-
lo Integral inicialmente pertenecieron a J. Bernoulli
y después a Euler, cuyo aporte fue inusitadamente
grande. La integracién llevada por este Ultimo hasta
sus Ultimas consecuencias y las cuadraturas por él
encontradas, todavia constituyen el marco de todos
los cursos y tratados modernos sobre Calculo Inte-
gral, cuyos textos actuales son sélo modificaciones
de los tratados de Euler en lo relativo al lenguaje.

Principales objetivos a estudiar en el presente
texto son:

* Integrales indefinidas

* Métodos de integracién

* Integrales definidas

* Aplicaciones de la integral definida.

* Las integrales multiples.
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Al finalizar la asignatura, el estudiante sera capaz de resolver problemas de célculo de &reas y voliumenes de
cuerpos en revolucion considerando los fundamentos de la integral indefinida, definida y multiple en los diferen-

tes campos de accién profesional.

UNIDADES DIDACTICAS:

La integral indefinida La integral definida Aplicaciones de la integral Las integrales multiples
definida

GTIEMPO MINIMO DE ESTUDIO:

1ra. y 2da. semana 3ra. y 4ta. semana bta. y 6ta. semana 7ma. y 8va. semana
16 horas 16 horas 16 horas 16 horas
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Al finalizar la unidad el estudiante sera capaz de explicar la solucion de una integral
Indefinida usando diferentes métodos de integracion.
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Tema N°1:Integrales indefinidas
Kl Antiderivadas o primitivas.

H La integral indefinida definicion y
propiedades.

Tema N°2: Métodos de integracion |
E [ntegracion directa.
E Integracién por cambio de variable

2.1.1 Integracion de las funciones
logaritmo natural.

2.1.2 Integracion de las funciones
exponenciales.
El Integracion de funciones con
trinomio cuadrado perfecto.

I Integracion por partes.

Lectura seleccionada 1: “Un poco de
historia y el nacimiento del calculo”

Engler A., Muller D., Vrancken S.

& Hecklein M. (2005). El Célculo
Diferencial. Buenos Aires: Universidad
Nacional del Litoral.

Tema N° 3: Métodos de integracion Il

El Integracion de funciones
trigonomeétricas.

E Integracion por sustituciones
trigonométricas.

El Integracion mediante fracciones
parciales.

Il Métodos para integrales binomiales
y férmulas de reduccion.

Autoevaluacion N° 1

1. Calcula integrales inmediatas usando
las reglas. Analiza las antiderivadas
usando un sistema de coordenadas.
Resuelve ejercicios de calculo.
Como una manera de afianzar sus
conocimientos.

2. Aplica la integracién por partes
adecuadamente. Resuelve ejercicios
de célculo integral utilizando el
método de integracién por partes.

Actividad N° 1

Aplicacién: “Integrandonos al turismo
interno”

Los contenidos de apoyo para el

desarrollo de la actividad 1 pertenecen a

los temas 1y 2 de la semana 1.

3. Aplica las reglas de integracion
adecuadamente para funciones
trigonométricas.

4. Aplica la integracién para fracciones
simples o parciales y otras técnicas
de integracion.

Actividad N° 2

Resuelve un conjunto de ejercicios
respecto al tema 3y 4.

Demuestra perseverancia para resolver
los diferentes problemas del célculo
integral que se apliquen dentro del
campo de accion de su profesion,
mostrando interés por conocer los
campos teodricos del calculo integral.



DVideos

Tema n° 1: Integrales Indefinidas
https://www.youtube.com/watch?v=Q1nRFIYIYbU
https://www.youtube.com/watch?v=BTmPIIVWJkd8

Tema n° 2: Métodos de Integracion 1
https://www.youtube.com/watch?v=EXbU5RQ8lec
https://www.youtube.com/watch?v=08AEgZ iOWE
https://www.youtube.com/watch?v=BtjRozA77X4

https://www.youtube.com/watch?v=slafcLnlfFA

http://integrals.wolfram.com/index.jsp (Calculadora para integrar)

Tema n° 3: Métodos de Integracion 2
https://www.youtube.com/watch?v=KtvGbmv-4Go

https://www.youtube.com/watch?v=gRSg-f1O0FH8

https://www.youtube.com/watch?v=8W0eyd5Vhzg

https://www.youtube.com/watch?v=FKuNI8pL 1Ms

https://www.youtube.com/watch?v=s|JtWkE-t3w

https://www.youtube.com/watch?v=cmqg909Unsyw

Lectura seleccionada 1:

Un poco de historia y el nacimiento del célculo (pp. 14-16).

Calculo II
MANUAL AUTOFORMATIVO INTERACTIVO

Engler A., Muller D., Vrancken S. & Hecklein M. (2005). El Célculo Diferencial. Buenos Aires: Universidad Nacional del Litoral.
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TEMAN° 1

[ TEMA N 1

INTEGRALES INDEFINIDAS

1. Antiderivadas o primitivas:

12

_ 132 _
Suponer que se decide encontrar una funcion F cuya derivada es J()=3x" por i que se sabe de derivadas es
posible afirmar que:

dr; >
F(x)=x"P —| x |=3x
(x) =x" Porque dx[ ]

La funcién F es una antiderivada de f.

Definiciéon de una antiderivada o primitiva

Se dice que una funcién F es una antiderivada o primitiva de f. en un intervalo | si F(x)=f(x) para todo x en /.
Nétese que F es una antiderivada de f, en vez de la antiderivada de f. Para entender por qué, observar que:

E(x)=x, FE(x)=x-5 y F(x)=x+97

Son todas antiderivadas de f(x)=3x" .

F(x)=x'+K

De hecho, para cualquier constante K, la funcién dada por es una antiderivada de f.

TEOREMA 1: Representacion de antiderivadas o primitivas

Si F es una antiderivada de f en un intervalo |, entonces G es una antiderivada de f en el intervalo | siy sélo si G es de la
forma G(x) = F(x)+K, para todo x en |, donde C es una constante.

2. Laintegral indefinida, definicion y propiedades:

dy
Cuando se resuelve una ecuacion diferencial de la forma: E =f(x)
Es conveniente escribirla en la forma diferencial equivalente: dy = f(x)dx.

La operacién para determinar todas las soluoionesjde esta ecuacion se denomina antiderivacion (o integracion
indefinida) y se denota mediante un signo integral * La solucién general se denota mediante:

Variable de Constante de
integracion integracion

l l

y =I(x)dx =F(x)+ C.

La expresion jf(x)dx se lee como la antiderivada o primitiva de f con respecto a x. De tal manera, la diferencial
de dx sirve para identificar a x como la variable de integracién. El término integral indefinida es sinédnimo de
antiderivada.
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La naturaleza inversa de la integracion vy la derivaciéon pude verificarse sustituyendo F(x) por S en la defini-

cion de integracion indefinida para obtener:

Ademas, si If(x)dx =F(x)+C entonces

Estas dos ecuaciones permiten obtener directamente férmulas de integracion a partir de férmulas de derivacion,

como se muestra en el siguiente resumen.

IF'(x)dx = F(x)+ K| Laintegracion indefinida es la “inversa” de la derivacion.

d
EUf(x)dx] = f(X)| La derivacién es la “inversa” de la integracién indefinida.

Reglas basicas de integracion y algunas propiedades de la integral indefinida

FORMULA DE DERIVACION FORMULA DE INTEGRACION

“c)=0
)=k

=400

%[f(x)ig(x)]=f'(x)ig(x)

i[x"] =nx""

d
E[senx] =cosx
di[cos x]=—senx
b
i[tan x] =sec’x
dx

d
—[secx]=secxtanx
dx
d 2
—[cot x] =—cosec x
dx

d_ [COS€C X] = —cosec x.cot x
X

Enlaces:

dex=c

jkdxzck+c

j kf(x)dx = kj F(x¥)dx

[[f)+g)]de=[ fx)dx = [ gx)dx

n+l
.[x”dxz ol +C,n#l1
n+l

Icosxdx =senx+C
Isenxdx =cosx+C

Iseczxdx =tanx+C

Isecxtanxdx =secx+C

Icoseczx =—cotx+C

J cosec x.cot x =—cosecx + C

https://www.youtube.com/watch?v=Q1nRFIYIYbU
https://www.youtube.com/watch?v=BTmPIIWJkd8

l oN VIN3L
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TEMA N° 2

14

[ TEMA Ne 2
METODOS DE INTEGRACION

1. Integracion directa:

En esta seccion se calcula integrales indefinidas utilizando de manera directa las reglas basicas de integracion
presentadas en la seccion anterior, en los siguientes ejemplos se muestra el procedimiento.

EJEMPLO 1: Aplicacion de las reglas béasicas de integracion
Describir las antiderivadas o primitivas de 5x.

Solucion:

[5xdr=5[xdx Regla del multiplo constante.

=5.[x’1a’x

Rescribir x como ¥’

x2
= 5(7J+K Regla de potencia (n = 1)
=2+ K Simplificar.

L — 5 .
De tal manera, las antiderivadas o primitivas de 5x son de la forma 5x2+K , donde K es cualquier constante.

Cuando se evaluan integrales indefinidas, una aplicacién estricta de las reglas bésicas de integracién tiende a
producir complicadas constantes de integracion. En el caso del ejemplo 1 se podria haber escrito:

2
[5xdv=5[xd=5 YK |=2x1sk,
2 2

Sin embargo, como Krepresenta cualquier constante, es tanto problematico como innecesario escribir 5K como

la constante de integracién. De tal modo, éxz K S€ escribe en la forma mas simple, Exz +K
2

+3
En el ejemplo 1, advertir que el patrén general de integracion es similar al de la derivacion.

INTEGRACION ORIGINAL

Reescribir

Integrar

Simplificar

RESULTADO

Figura 1. Pasos para integrar
Fuente: En Calculo integral (2da ed.), por Larson, Hostetler & Edwards, 2011, p.13.
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EJEMPLO 2: Reescribir antes de integrar

INTEGRAL ORIGINAL REESCRIBIR INTEGRAR SIMPLIFICAR

1 - X2 1
a) J‘?dx Ix 3dx _—2+K —E'FK
b) [Vxdx % 7z 2
j '[x dx X T K —x”?+K
¥ 3
c) I2senxdx ZIsenxdx 2(—cosx)+ K —2cosx+K

Recordar que, por simple derivacion, puede comprobarse si una primitiva es correcta. Asi, en el ejemplo 2b, para

. . e 3 .
saber si la primitiva gx;+K es correcta, basta con derivarla para obtener
3

o[-

Usar la derivacion para verificar la antiderivada.

Las reglas basicas de infraccion listadas en la seccion anterior permiten integrar cualquier funcién polinémica,
como se muestra en el ejemplo 3.

EJEMPLO 3: Integracion de funciones polindmicas

a) Idxz Ildx Se entiende que el integrando es uno.

=x+K Integrar.

b) j(x+2)dx=jxdx+2dx

X
=?+K1+2x+K2 Integrar.

2
X
=7+2x+K K=K, +K,

La segunda linea en la solucién suele omitirse.

5 3 2
c) J‘(Sx4 —5x" + x)dx = 3(%]—5[%J+%+K Integrar

_ %xs S ok Simplificar

EJEMPLO 4: Reescribir antes de integrar
Ix+1

_dx:
Jx

J’(LJF 1 jdx Reescribir como dos fracciones
Jx

Jx

¢ .N VINIL
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= J.(x% +x7 )dx
A
+

ok

_ %x% +2x% +K Integrar

+K Reescribir con exponentes fraccionarios

=—Jx(x+3)+K Simplificar

NOTA: Cuando se integren los cocientes, no deben integrarse numerador y denominador por separado. Esto es
incorrecto tanto en la integracion como en la derivacion. Al respecto, obsérvese el ejemplo 4.

J'x+1

—dx
Jx

2 i lxz-i-x+K
:?/;(x+3)+1( no es lo mismo que j(x+1)dx _2 1
I\/;dx %x x+K,

EJEMPLO 5: Reescribir antes de integrar

J' SRX ax :J’( ! J[se"xjdx Reescribir como un producto

cos’ x cosx )\ cosx

= Isecx'faUde Rescribir utilizando identidades trigonomeétricas

=secx+K Integrar

Condiciones iniciales y soluciones particulares

Se ha visto que la ecuacién ¥ = _[f(x)dx tiene muchas soluciones (cada una difiriendo de las otras en una cons-

tante). Eso significa que las graficas de cualesquiera dos antiderivadas o primitivas de f son traslaciones vertica-
les una de otra. Por ejemplo, la figura 2.2 muestra las gréficas de varias de las antiderivadas o primitivas de la
forma.

y= I(3x3 ~Ddx=x"-x+K Solucion general

Para diversos valores enteros de C. Cada una de estas antiderivadas o primitivas es una solucién de la ecuacién
diferencial.

ﬂ=3x2 -1
dx

En muchas aplicaciones de la integracion se da suficiente informacion para determinar una solucién particular.
Para hacer esto, s6lo se necesita conocer el valor de ¥ =) para un valor de x. Esta informacioén recibe el nom-
bre de condicién inicial. Por ejemplo, en la figura 2.2 sélo una de las curvas pasa por el punto (2,4) Para encontrar
esta curva, se utiliza la siguiente informacion.

F(x)=x-x+K Solucion general
F2)=4 Condicion inicial

Utilizando la condicién inicial en la soluciéon general, es posible determinar que F(2)=8-2+K =4, lo que implica
que K = -2 . De tal modo, se obtiene

—_— 3 —_ —
Fx)=x"-x-2 Solucion particular
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EJEMPLO 6: Solucion de un problema de movimiento vertical

Una pelota se lanza hacia arriba con una velocidad inicial de 64 pies por segundo a partir de una altura inicial de
80 pies.

a) Encontrar la funcién posicién que expresa la altura s en una funcién del tiempo t.
b) ¢Cuando llegara la pelota al suelo?
Solucion:

a) Considerar que t = 0 representa el tiempo inicial. Las dos condiciones iniciales indicadas pueden escribirse
de la siguiente manera:

s =80 | 5 ajtura inicial es 80 pies

s'(0) =64 La velocidad inicial es de 64 pies por segundo

Utilizando — 32 pues/s? como la aceleracién de la gravedad, se tiene:
s"(t) =-32

s'\() = js "(£)dt = j —32dt =321 +C,

Empleando la velocidad inicial, se obtiene s'(0) = 64 = -32(0) + C,, lo cual implica que C, = 64. Después, inte-
grando s'(#), se obtiene:

s(t) = [ s"(O)dt = [ (-32+64)dt = ~16t> + 64t + C,
Al utilizar la altura inicial se encuentra que

$(0) =80 = —16(0 )+ 64(0)+ C

Lo que implica que C, = 80. De ese modo, la funcion posicion es

s(f) = 161> + 64t +80

b) Utilizando la funcién posicidon que se encontré en el apartado a), es posible determinar el tiempo en que la
pelota pega en el suelo al resolver la ecuacion s(t) =0.

s(t) = —161” + 64t + 80
—-16(+1)(&—-5)=0

t=-15

Como t debe ser positiva, se puede concluir que la pelota golpea el suelo 5 segundos después de haber sido
lanzada.

Enlaces:

https://www.youtube.com/watch?v=EXbU5RQ8lec

¢ .N VINIL
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Con un cambio de variable formal se puede reescribir por completo la integral en términos de vy du (o cualquier
otra variable conveniente). Aungque este procedimiento puede implicar mas pasos escritos que el reconocimien-
to de patrones ilustrado en los ejemplos 1 a 3, resulta Util para integrados complicados. La técnica del cambio de
variable utiliza la notacion de Leibniz para la diferencial. Eso es, si ¥~ g(¥): gntonces 94 = & (X)ax, y la integral
en el teorema 2.2 toma la forma:

[ £(g(Ng ()= [ f(u)du = F(u)+C

EJEMPLO 1: Cambio de variable

Encontrar I V2x—1dx

Solucion: Primero, sea u la funcion interior ¥ = 2x=1 calcular después la diferencial du de manera que du =2dx
Ahora, utilizando /oy _1 =/ y dx = du /2 - SUStituir para obtener:

J‘ /Zx—ldxz‘[\/;[dyuj Integrar en términos de ¥

TEMA N° 2

1 .
= —Iul/zdu Regla del multiplo constante

1 u3/2
= 5 3/—2 + C Antiderivada en términos de

_ Lo Simplificar
= l(2x—1)3/2 +C Antiderivada en términos de x
3

EJEMPLO 2: Cambio de variable
Encontrar .[x\/2x—1dx

Solucion: Como en el ejemplo previo, considerar que u =2x—1 para obtener dx=du/2 Como el integrando
contiene un factor de x se tiene que despejar x en términos de u, como se muestra:

u=2x—l=x=u-1/2 Rosolver x en términos de u.

Después de esto, utilizando la sustitucién, se obtiene:

[xv2x—Tds = j(%lj e (d_]

2

1
=5 j W +u"*)du
_1 u5/2+u3/2 Lc
C4l52 32

1 1
= E(zx—l)m +g(2x—l)3/2 +C

18
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Para completar el cambio de variable en el ejemplo 5, debe resolverse para x en términos de u. Algunas veces
esto es muy dificil. Por formula no siempre es necesario, como se ilustra en el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 3: Cambio de variable
Determinar jsen23xcos3x dx
Solucién Debido a que sen’3x = (sen3x)2 , podemos tomar 5, — 53y, Entonces:

du = (cos3x)(3)dx

Luego, debido a que ®°83*% gg parte de la integral original, puede escribirse:

ﬂ =cos3xdx

¢ .N VINIL

Sustituyendo u y dul3 gn g integral original, se obtiene

Isen23xcos3xdx = juz du

:%qudu

2
=l L s
30 3
1
=—sen’3x+C
9

Es posible verificar lo anterior derivando

dil 5, | (1 2
E[gsen 3x} = (9j(3)(36”3x) (cos3x)(3)

2
=sen"3xcos3x

Como la derivaciéon produce el integrando original, se ha obtenido la antiderivada o primitiva correcta.
Los pasos que se utilizan para la integracion por sustitucion se resumen en la siguiente guia.

Estrategia para realizar un cambio de variable

1. Elegir la sustitucién u=g(x) . Usualmente es mejor elegir la parte interna de una funcidén compuesta, tal
como una cantidad elevada a una potencia.

2. Caloular 9 =g'(x)dx

3. Reescribir la integral resultante en términos de la variable u.

4, Encontrar la integral resultante en términos de u.

B. Reemplazar u por g(x) para obtener una antiderivada o primitiva en términos de x.

6. Verificar la respuesta por derivacion.
La regla general de las potencias para integrales

Una de las sustituciones umas comunes incluye cantidades en el integrando que se elevan a una potencia. Debi-

19




— Universidad
«: Continental

TEMA N° 2

20

do a la importancia de este tipo de sustitucion, se le da un nombre especial: la regla general de las potencias para
integrales. Una prueba de esta regla sigue directamente de la regla (simple) de las potencias para la integracién,
junto con el teorema 2.2.

TEOREMA 2: La regla general de las potencias para integrales ntl

Si g es una funcién derivable de x, entonces: J'[g(x)]"g.(x)dx — [g(x)]l +C nz-1
n+

n+l

u”du:u—+C e

De manera equivalente, si # = g(x), entonces: J‘
n+1

EJEMPLO 4: Sustitucion y regla general de las potencias
W[5 W2

u '_’,jL m r—L du Tﬁ

a [3Gr-Ddr=[Gr-) By =4 Co) [(@x ) + e = [ +0) 2+ D = Wex)
ul? du % 5

C) 3x2\/ﬂd)€= (x2-|—2)1/2 (3x2)dx:u+cz_(x3_2)3/2+c

3/2 3
. ,_L\M_ﬁ du _ N
d) J' 4x2 dx=j(1—2x2)72(—,—4;)36=(1 2x%) co 1 e
(1-2x%) -1 1-2x
e) Icosz xsen dx = —j (cosx)* (—senx)dx = — (cos x) +C

Algunas integrales cuyos integrados incluyen cantidades elevadas a potencias no pueden determinarse median-
te la regla general de las potencias. Considerar las dos integrales:

Ix(xz +1)’dx y j(xz +1)% dx

., _ 42 . . . L
La sustitucion ¥ = X" +1 funciona en la primera integral pero no en la segunda. En la segunda, la sustitucién
falla porque al integrando le falta el factor xnecesario para formar du. Por fortuna, esta integral particular puede

hacerse desarrollando el integrando como (x2 +1)2 = x* + 2% +1 Y utilizando la regla (simple) de las potencias
para integrar cada término.

Enlaces:

https://www.youtube.com/watch?v=08AEgZ iOWE

Regla log para integracion

Las reglas de derivacion

d 1 d !
Enpf]=1 Llmpf)="

X


https://www.youtube.com/watch?v=O8AEgZ_i0WE
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Que se estudiaron en la seccién anterior producen las siguientes reglas de integracion:

TEOREMA 2.5 Regla log para integracion
Sea u una funcién derivable de x.

1ol 2. 1
[~dx=n[x|+C [~du=Mnlu+C
% u
— '

Como du =u'dx la segunda férmula puede expresarse como

u' Forma alternativa para la regla log.
f—=dx=ln|u|+C

u

EJEMPLO 1: Uso de la regla log para integracion-
2 1 .

[Zdx=2[-dx Regla del multiplo constante
X X

=2In|x|+C Regla log para integracion

=In(x*)+C Propiedad de los logaritmos

¢ .N VINIL

Como x? no puede ser negativo, el valor absoluto no es necesario en la formula final de la primitiva o antideri-

vada.

EJEMPLO 2 Uso de la regla log con cambio de variable

Hallar j 1 dx
4x-1
Solucién: Si se toma “ =4 ~L entonces du =4dx
.[4x_1dxzzf o 4 dx Multiplicar y dividir por 4
Il o u=4x-1
=—I—du Sustituir
4°u

1
= Zln|u| +C  Aplicar la regla log

=11n|4x—1|+c
4

En el ejemplo 3 usar la alternativa de la regla log. Para aplicar esta regla, buscar cocientes en los que el numera-

dor sea la derivada del denominador.

EJEMPLO 3: Integracién de cocientes para la regla log

a) J‘3)§2+1dx:1n|x3+x|+C u=x+x
X +x
2
b)jsec xdx=1n|tanx|+C u=tanx
tan x
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+1 2 +2
C)If = I ad u=x>+2x
X +2x X +2x
L.
=—ln|x +2x|+C
2
d) 1
=— d. =3x+2
J3x+2 g 3'[3x+2 TS

:11n|3x+2|+c
3

Con antiderivadas o primitivas que contienen logaritmos es facil obtener formas que hasta cierto punto se ven
diferentes, pero que, sin embargo, son equivalentes. Por ejemplo, icuédles de las siguientes son equivalentes a
la antiderivada o primitiva en el ejemplo 3d?

1/3

In|(3x+2)""|+C, %m x+§ +C, Inf3x+2"+

Las integrales a las que se aplica la regla log aparecen a menudo disfrazadas. Por ejemplo, si una funcién racional
tiene el numerador de grado mayor o igual que el del denominador, una division puede revelar una forma a la que
se pueda aplicar la regla log. Esto se muestra en el ejemplo 4.

EJEMPLO 4 Dividir antes de integrar

Hallar 2 x+1
J'de

x*+1
Solucién: Primero se utiliza la division larga para rescribir el integrado.

X +x+1 x°
=1+

x”+1 x* +1

Ahora, se puede integrar para obtener:.

x +x+1 X . o
J. j 1+ dx Reescribir usando la division larga
xt+1 x2+1

Reescribir como dos integrales

:x+%ln(x2 +1)+C Integrar

Verificar este resultado por derivacion para obtener el integrado original,

El siguiente ejemplo presenta otro caso en que el uso de la regla log estéa disfrazado. En este caso, un cambio
de la variable ayuda a reconocer la regla log.

EJEMPLO 5: Cambio de variable con la regla log.

Hallar -[(xixl)z dx

Solucién Sise toma u=x+1, entonces gy=dxV x=u—1

2x 2
J.(x+l) o= (u D Sustituir
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= Zf(lz—izjdu Reescribir como dos fracciones
u u
= ZJd—u—2ju‘3du Rescribir como dos integrales
u
u—l
= 21n|u|_2[_1j Integrar

=21n|u| +2+C Simplificar
u

2 L, .
:21n|x+1|+—1+C Sustitucién regresiva
X+

Comprobar este resultado por derivacion para obtener el integrado original.

Al estudiar los métodos mostrados en los ejemplos 4 y 5, esta claro que ambos involucran reescribir el integrado
disfrazado ajustando a una o mas férmulas basicas de integracion. En las préximas secciones del capitulo 2 se
estudiaran ampliamente las técnicas de integraciéon. Para dominar estas técnicas se requiere reconocer la natu-
raleza de “probar y error” de la integracion. En este sentido, la integracion no es tan directa como la derivacion.
La derivacion se plantea asi:

“He aqui la pregunta: ¢Cual es la respuesta?

La integracion viene a ser mas bien:

“He aqui la respuesta: ¢ Cuél es la pregunta?

Las siguientes son estrategias que se pueden usar para la integracion:
Estrategias para la integracion

1. Memorizar una lista basica de férmulas de integracion, (Incluyendo las dadas en esta seccién, ya dispone-
mos de 12 formulas: la regla de las potencias, la regla log y 10 reglas trigonométricas. Al final del capitulo
2 la lista se ampliara a 20 reglas bésicas)

2. Buscar una férmula de integracion que se parezca total o parcialmente al integrado y, por pruebas y error,
elegir una u que ajuste el integrando a la formula.

3. Si no se puede hallar una sustitucion u adecuada, intentar transformar el integrando, mediante identidades
trigonomeétricas, multiplicacion y division por la misma cantidad, o suma y resta de una misma cantidad.
Se requiere ingenio.

4. Si se tiene acceso a un software de computadora que resuelva antiderivadas, es conveniente usarlo.

EJEMPLO 6: Sustitucion de u y la regla log.
1

., . .od
Resolver la ecuacion diferencial % — =
dx xInx

1

xInx

dx

Solucion: La solucion se puede escribir como una integral indefinida ¥ =I

Como el integrando es un cociente con denominador de potencia 1 se puede intentar utilizar la regla log. Hay
tres formas posibles para u. La forma u =xy u=xInx no logra ajustarse a la forma u'/ u de la regla log, pero

si la tercera forma. Haciendo w=Inx, u'=1/x se obtiene lo siguiente.

¢ .N VINIL
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J. 1 dr= 1/x dx o ]
rx xlnx Dividir numerador y denominador entre x
=|—dx _i
u Sustituir ¥ =M%
=Inju[+C Aplicar regla log
=ln|lnx|+C

Sustitucién regresiva

., =In|lnx|+C
Por lo tanto, la solucién es Y | |

TEMA N° 2

Cada férmula de derivacion para exponenciales tiene su correspondiente férmula de integracion.

TEOREMA 3: Regla de integracion para funciones exponenciales
Si u es una funcién derivable de x.

Jexdx:e”+C . Ie"du=e“+C

EJEMPLO 1: Integracion de funciones exponenciales

Encontrar je”‘“dx

Solucion: si se hace u =3x+1, entonces du =3dx

1 Multiplicar y dividir por 3.
je3x+ldx — EJ‘eBxH (3)dx p y p

l;, Sustituir #=3x+1
=—.[e du

3

1 Aplicar la regla exponencial
— L o'du p g P

e3x+1 S t.t . t

ustituir nuevamente

=3 +C

NOTA: En el ejemplo 10, el factor constante 3 se ha introducido para crear du =3dx. Sin embargo, recordemos
gue no se puede introducir un factor variable faltante en el integrando. Por ejemplo:

j e dx # %J. e (xdx)

EJEMPLO 2: Integracién de funciones exponenciales
2
Encontrar ISxe T dx

Solucion: Si se tiene u = —x?, entonces du = —2xdx O xdx=—du/?2

2 2
ISxe_x dx = JSe_x (xdx) Reagrupar el integrando
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du
= ‘[Se" (—7j Sustituir ¥ = —x’
51 .4
= _Eje du  Regla del multiplo constante

= _Eeu +C  Aplicar la regla exponencial

5

2
_ —X . ., H
= _Ee +C  sustitucion regresiva

EJEMPLO 3: Integracién de funciones exponenciales.
du

eu f_—d\_ﬁ
a) el/x —_— 1 _ 1
j—2dx=—jel/2 (——zjdx u_;
X X
b) e du
f_/%
Isenxe“’”dx = —I ™" (—senx dx) u=cosx

Fuente: En Célculo integral (2da ed.), por Larson, Hostetler & Edwards, 2011.

3. INTEGRACION DE FUNCIONES CON TRINOMIO CUADRADO PERFECTO

¢ .N VINIL

EJEMPLO 1: Integracion de funciones con TCP
_[ dx dx dx

=.[ =I Haciendo: 4 =X+1 y du =1dx
x> +2x+4 X 4+2x+1+43 (x+1)2+\/§2

Reemplazando:

du

o

Recordando:
du 1 (uj
J. 3 3 =—arctan| —
u +a a a
Por lo tanto: ‘[L = Larc tan (x_HJ
(x+1)2+\/§2 NE V3
Enlaces:

https://www.youtube.com/watch?v=slafcLnIfFA
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4. INTEGRACION POR PARTES:

En esta seccién se estudiard una técnica importante de integraciéon llamada integraciéon por partes. Esta técnica
puede aplicarse a una amplia variedad de funciones y es particularmente (til para integrados que contengan
productos de funciones algebraicas y trascendentes. Por ejemplo, la integracion por partes funciona bien con
integrales como.

J.xln x dx, szex dx y _[ e senx dx
La integracion por partes esta basada en la férmula para la derivada de un producto:

D] =u® 0 ®
dx de e Hv Ve

Integrando se obtiene uv = Iudv+Jvdu

Volviendo a escribir esta ecuacion se obtiene el teorema siguiente.

TEOREMA 4: Integracion por partes Iudv I Ivdu
Si uy v son funciones de x y tienen derivadas continuas, entonces:

Esta férmula expresa la integral original en términos de otra integral. Dependiendo de la eleccién de uy dv, pue-
de ser mas facil de evaluar la segunda integral que la original. Porque la eleccion de uy dv es importante en la
integracion por el proceso de partes, se proporcionan las pautas siguientes.

Estrategias para integrar por partes

1. Intentar tomar como dv la porcién méas complicada del integrando que se ajuste a una regla basica de
integracion y como u el factor restante del integrando.

2 Intentar tomar como u la porcién del integrando cuya derivada es una funcién méas simple que u, y como
dv el factor restante del integrado.

EJEMPLO 1 Integracién por partes
Encontrar Jxexdx

Solucién Para aplicar la integracion por partes es necesario escribir la integral en la forma _[u dv. Hay varias
maneras de hacer esto.

[ed. [em), [oued, o

u dv u dv u dv u dv

Las estrategias de la pagina anterior hacen pensar en la eleccién de la primera opcién porque la derivada de
u=x essimple que x,ydv=e" dx €s la porcién mas complicada del integrando que se adapta a una formula

béasica de la integracion.

dv:exdx:v:jdv:jexdx:ex
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u=x=du=dx
Ahora, la integracion por partes:

judv - ”v_de“ Férmula de integraciéon por partes

J xe'dx = xe' —jexdx Sustituir

=xe'—-e" +C Integrar

X X
Para verificar esto, derivar X¢ —¢€ + ¢ para ver que se obtiene el integrando original.

¢ .N VINIL

EJEMPLO 2 Integracién por partes
Encontrar sz Inx dx
Solucion:

2 . 7 st 7 - 7 . I3
En este caso, * se integra més facil que In x. Ademas, la derivada de In x es méas simple que In x. Asi se debe
hacer:

2
dv=x"dx
x3

dv=x'dx=v= Ixzdx =—
3

u=Inx=du =ldx
X

La integracion por partes produce:

ju dv= uv—jvdu Formula de integracién por partes
. (21
Plnxde=nx——[| 2 (—jdx itucic
J 3 3I 3 3 Sustitucién
3
=x—lnx—ljx2dx Simplificar
3 3
3 3
X X
=—hyx-——+C Integrar
3009 ?

Verificar este resultado derivando
2

3 3 3
Ak all [1j+(lnx)(x2)—x?:x2 Inx

el N P P

X

Una aplicacion sorprendente de la integraciéon por partes involucra integrados que constan de un solo factor, ta-
les como jlnxdx o Iarcsen x.dx Enestos casos hay que tomar g, =g, COMo se muestra en el proximo ejemplo.
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EJEMPLO 3: Integracion sucesiva por partes
Encontrar szsenxdx
Solucion:

2 2
senx . . . . . )
Los factores * vy son igualmente faciles para integrar. Sin embargo la derivada de * sg vuelve mas

simple, considerando que la derivada de SENX o lo es. Asi que, se debe elegir la opcién ¥ =X
dv=senxdx=v= jsenxdx =—Cosx

u=x>=du=2xdx

Ahora, la integracion por partes produce
2 2 . . .,
Ix senxdx = —x COSX+I2xcosxdx Primer uso de la integracion por partes

Este primer uso de la integracién por partes ha tenido éxito simplificando la integral original, pero la integral de
la derecha todavia no se adapta a una regla basica de integracién. Para evaluar esa integral, aplicar de nuevo la
integracion por partes. Esta vez sea u =2x

dv=cosxdx=>v= Icosxdx: senx

u=2x=du=2dx
Ahora, la integracion pro partes produce:
I2xcosxdx = 2xsenx—_[2senxdx Segundo uso de la integracion por partes

=2xsenx+2cosx+C

Combinando estos dos resultados se puede escribir:

Ixzsenxdx =—x*cosx+2xsenx+2cosx+C

Al hacer aplicaciones repetidas de la integracion por partes, tener cuidado de no intercambiar las sustituciones
en las aplicaciones sucesivas. Asi, en el ejemplo 4, la primera sustitucion era u = x> y dv =senxdx. Sjen la se-
gunda aplicacion se hubiera cambiado la sustitucion a = cosx y dv =2x, Se habria obtenido:

2 2
fx senxdx=—x cosx+f2xcosxdx
2 2 2
=—x"cosx+x cosx+Ix sen x dx

2
= Ix senx dx

Deshaciendo como consecuencia la integracion anterior y volviendo a la integral original. Al hacer aplicaciones
repetidas de integracion por partes, también debe percatarse de la aparicién de un multiplo constante de la
integral original. Por ejemplo, esto ocurre cuando se usa la integraciéon por partes para evaluar [ y
también ocurre en el préoximo ejemplo. je cos2x dx
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1. Para integrales de la forma

Ix”e“"dx, Ix"sen ax dx o '[x” cosax dx

sea U=X" y Sea dv=e"dx senax dx o cosaxdx

2. Para integrales de la forma

lx" In x dx, Ix"arc sen ax dx ojx” arc tan ax dx
Se

u=1In x, arcsen ax, o arctanax y sea dv = x"dx

3. Para integrales de la forma

¢ .N VINIL

j e“senbxdx o j e cosbx dx

Sea U =Senbx o cosbx y sea dv=e“dx

Figura 2. Resumen de integrales comunes utilizando integracion por partes.

Método tabular

En problemas que contienen aplicaciones repetidas de la integracion por partes, un método tabular, ilustrado en
el ejemplo 6, puede ayudar para organizar el trabajo. Este método funciona bien para las integrales del tipo

Ix”sen ax dx, J x",cos axdxy jx” e“dx

EJEMPLO 6 Uso del método tabular

Ixzsen dxdx
Encontrar

Solucion: Empezar como de costumbre haciendo ,, — 2y dv=v' dx =sen4xdx. Luego, crear una tabla de tres
columnas, como se muestra.

Signos Uy sus V'Y sus
Alternados derivadas antiderivadas

> X’ \ sendx
- 2 —lcos 4x
4
\ 1
=+ 5 ——sendx
\ .
= 3 0 Lcos 4x

T

Derivar hasta obtener una derivada nula.

La soluciéon se obtiene sumando los productos con signo de las entradas diagonales.

1 1 1
szsen4xdx = ——x’cosdx+—xsendx+—cosdx+C
4 8 32
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Enlaces:

https://www.youtube.com/watch?v=BtjRozA77X4

LECTURA SELECCIONADA N.°1:

Un poco de historia y el nacimiento del célculo (pp. 14-16).

Engler A., Muller D., Vrancken S. & Hecklein M. (2005). E/ céalculo diferencial. Buenos Aires, Argentina: Universi-
dad Nacional del Litoral.

El Célculo constituye una de las grandes conquistas intelectuales de la humanidad. Una vez construido, la historia
de la matematica ya no fue igual: la geometria, el algebra vy la aritmética, la trigonometria, se colocaron en una
nueva perspectiva tedrica. Detras de cualquier invento, descubrimiento o nueva teoria, existe, indudablemente,
la evolucion de ideas que hacen posible su nacimiento. Es muy interesante prestar atencién en el bagaje de
conocimientos que se acumula, desarrolla y evoluciona a través de los anos para dar lugar, en algiin momento
en particular y a través de alguna persona en especial, al nacimiento de una nueva idea, de una nueva teoria,
gue seguramente se va a convertir en un descubrimiento importante para el estado actual de la ciencia y, por lo
tanto merece el reconocimiento.

El Célculo cristaliza conceptos y métodos que la humanidad estuvo tratando de dominar por mas de veinte si-
glos. Una larga lista de personas trabajaron con los métodos “infinitesimales” pero hubo que esperar hasta el
siglo XVII para tener la madurez social, cientifica y matematica que permitiria construir el Calculo que utilizamos
en nuestros dias.

Sus aplicaciones son dificiles de cuantificar porque toda la matematica moderna, de una u otra forma, ha recibi-
do su influencia; y las diferentes partes del andamiaje matematico interactlan constantemente con las ciencias
naturales y la tecnologia moderna.

Newton y Leibniz son considerados los inventores del célculo pero representan un eslabén en una larga cadena
iniciada muchos siglos antes. Fueron ellos quienes dieron a los procedimientos infinitesimales de sus antece-
sores inmediatos, Barrow y Fermat, la unidad algoritmica y la precisiéon necesaria como método novedoso y de
generalidad suficiente para su desarrollo posterior.

Estos desarrollos estuvieron elaborados a partir de visiones de hombres como Torricelli, Cavalieri, y Galileo; o Ke-
pler, Valerio, y Stevin. Los alcances de las operaciones iniciales con infinitesimales que estos hombres lograron,
fueron también resultado directo de las contribuciones de Oresme, Arquimedes y Eudoxo. Finalmente el trabajo
de estos Ultimos estuvo inspirado por problemas matematicos y filoséficos sugeridos por Aristoteles, Platéon,
Tales de Mileto, Zenon y Pitagoras.

Para tener la perspectiva cientifica e histérica apropiada, debe reconocerse que una de las contribuciones previas
decisivas fue la Geometria Analitica desarrollada independientemente por Descartes y Fermat.

Sin la contribucién de éstos y de muchos otros hombres més, el célculo de Newtonyleibniz seguramente no
existiria. Su construccién fue parte importante de la revolucién cientifica que vivio la Europa del siglo XVIl.Los
nuevos métodos enfatizaron la experiencia empirica y la descripcion matematica de nuestra relacion con la reali-
dad. La revolucion cientifica supuso una ruptura con las formas de pensar, estudiar y vincularse con la naturaleza
gue dominaron casi absolutamente en Europa entre los siglos V y XV. Esta ruptura y salto en la historia del co-
nocimiento estuvieron precedidos por las importantes transformaciones que se vivieron durante los siglos XV vy
XVI con el Renacimiento y la Reforma Protestante. El Célculo Diferencial e Integral estan en el corazén del tipo
de conocimiento, cultura y de sociedad de la que, esencialmente, somos parte.


https://www.youtube.com/watch?v=BtjRozA77X4
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El extraordinario avance registrado por la matematica, la fisica y la técnica durante los siglos XVIII, XIX'y XX, se lo
debemos al Célculo infinitesimal y por eso se puede considerar como una de las joyas de la creacién intelectual
de la que el hombre puede sentirse orgulloso.

EL SIGLO XVIIY LA DISPUTA POR LA CREACION DEL CALCULO

En sus comienzos el calculo fue desarrollado para estudiar cuatro problemas cientificos y matematicos:

J Encontrar la tangente a una curva en un punto.

. Encontrar el valor méximo o minimo de una cantidad.

. Encontrar la longitud de una curva, el drea de una regién y el volumen de un sélido.

. Dada una férmula de la distancia recorrida por un cuerpo en cualquier tiempo conocido, encontrar la ve-

locidad y la aceleraciéon del cuerpo en cualquier instante. Reciprocamente, dada una féormula en la que se
especifique la aceleracion o la velocidad en cualquier instante, encontrar la distancia recorrida por el cuer
po en un periodo de tiempo conocido.

En parte estos problemas fueron analizados por las mentes mas brillantes de este siglo, concluyendo en la obra
cumbre del fildsofo-matematico aleman Gottfried Wilhelm Leibniz y el fisico-matematico inglés Issac Newton: la
creacion del célculo. Se sabe que los dos trabajaron en forma casi simulténea pero sus enfoques son diferentes.

Los trabajos de Newton estdn motivados por sus propias investigaciones fisicas (de alli que tratara a las variables
como “cantidades que fluyen”) mientras que Leibniz conserva un caracter mas geométrico y, diferenciandose de
su colega, trata a la derivada como un cociente incremental, y no como una velocidad. Leibniz no habla de deriva-
da sino de incrementos infinitamente pequenos, a los que llama diferenciales. Un incremento de x infinitamente
pequeno se llama diferencial de x, y se anota dx. Lo mismo ocurre para y (con notacién dy). Lo que Newton llamé
fluxion, para Leibniz fue un cociente de diferenciales (dy/dx).

N.°resulta dificil imaginar que, al no poseer en esos tiempos un concepto claro de limite y ni siquiera de funcioén,
los fundamentos de su calculo infinitesimal son poco rigurosos. Se puede decir que el célculo de fluxiones de
Newton se basa en algunas demostraciones algebraicas poco convincentes, vy las diferenciales de Leibniz se
presentan como entidades extranas que, aunque se definen, no se comportan como incrementos. Esta falta de
rigor, muy alejada del caracter perfeccionista de la época griega, fue muy usual en la época post-renacentista y
duramente criticada.

Dos siglos pasaron hasta que las desprolijidades en los fundamentos del célculo infinitesimal se solucionaron, y
hoy aquel céalculo, potencialmente enriquecido, se muestra como uno de los mas profundos hallazgos del razo-
namiento humano.

Resulta muy interesante la larga y lamentable polémica desatada a raiz de la prioridad en el descubrimiento. Al
principio la disputa se realizé en el marco de la cortesia pero al cabo de tres décadas comenzé a ser ofensiva
hasta que en el siglo XVIII se convirtieron en mutuas acusaciones de plagio. La polémica se torné cada vez mayor
y finalmente se convirtié en una rivalidad entre los matematicos britanicos y los continentales.

La discusion siguié hasta mucho después de la muerte de los dos grandes protagonistas y, afortunadamente,
hoy ha perdido interés y la posteridad ha distribuido equitativamente las glorias. Hoy estéa claro que ambos des-
cubrieron este célculo en forma independiente y casi simultanea entre 1670 y 1677, aunque fueron publicados
unos cuantos anos mas tarde.

La difusién de las nuevas ideas fue muy lenta y al principio sus aplicaciones escasas. Los nuevos métodos
tuvieron cada vez mas éxito y permitieron resolver con facilidad muchos problemas. Los nuevos logros fueron
sometidos a severas criticas, la justificacion y las explicaciones légicas y rigurosas de los procedimientos em-
pleados no se dieron hasta avanzado el siglo XIX, cuando aparecieron otros matematicos, méas preocupados por
la presentacion final de los métodos que por su utilizacion en la resolucién de problemas concretos.
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EL SIGLO XV

Durante buena parte del siglo los discipulos de Newton y Leibniz se basaron en sus trabajos para resolver diver-
sos problemas de fisica, astronomia e ingenieria, lo que les permitié, al mismo tiempo, crear campos nuevos
dentro de las matematicas. Asi, los hermanos Bernoulli inventaron el calculo de variaciones y el matematico fran-
cés Monge la geometria descriptiva. Lagrange, también francés, dio un tratamiento completamente analitico de
la mecanica, realizé contribuciones al estudio de las ecuaciones diferenciales y la teoria de nimeros, y desarrollé
la teorfa de grupos. Su contemporaneo Laplace escribid Teoria analitica de las probabilidades (1812) y el clasico
Mecanica celeste (1799-1825), que le valié el sobrenombre de “el Newton francés”

Sin embargo el gran matematico del siglo fue el suizo Euler, quien aporté ideas fundamentales sobre el célculo y
otras ramas de las matematicas y sus aplicaciones. Euler escribié textos sobre calculo, mecanica y algebra que
se convirtieron en modelos a seguir para otros autores interesados en estas disciplinas. El éxito de Euler y de
otros matematicos para resolver problemas tanto matematicos como fisicos utilizando el célculo sélo sirvid para
acentuar la falta de un desarrollo adecuado vy justificado de las ideas basicas del calculo. La teoria de Newton
se basd en la cinematica y las velocidades, la de Leibniz en los infinitésimos, y el tratamiento de Lagrange era
completamente algebraica y basada en el concepto de las series infinitas. Todos estos sistemas eran inadecua-
dos en comparacion con el modelo légico de la geometria griega, y este problema no fue resuelto hasta el siglo
posterior.

A los matematicos de fines del siglo el horizonte matematico les parecia obstruido. Se habia llegado al estudio
de cuestiones muy complicadas a las que nos se les conocia o veia un alcance claro. Los sabios sentian la nece-
sidad de estudiar conceptos nuevos y hallar nuevos procedimientos.

EL SIGLO XX

Un problema importante fue definir el significado de la palabra funciéon. Euler, Lagrange y el matematico francés
Fourier aportaron soluciones, pero fue el matematico aleman Dirichlet quien propuso su definicién en los térmi-
nos actuales. En 1821, un matematico francés, Cauchy, consiguioé un enfoque légico y apropiado del célculo y se
dedico a dar una definicion precisa de “funcién continua’ Basé su vision del célculo sélo en cantidades finitas y
el concepto de limite. Esta solucion planted un nuevo problema, el de la definicién ldgica de nimero real.

Aunque la definicién de célculo de Cauchy estaba basada en este concepto, no fue él sino el matematico aleman
Dedekind quien encontré una definicion adecuada para los nimeros reales. Los matematicos alemanes Cantor
y Weierstrass también dieron otras definiciones casi al mismo tiempo.

Ademas de fortalecer los fundamentos del andlisis, nombre dado a partir de entonces a las técnicas del célculo,
se llevaron a cabo importantes avances en esta materia. Gauss, uno de los mas importantes matematicos de
la historia, dio una explicacién adecuada del concepto de nimero complejo; estos nimeros formaron un nuevo
y completo campo del andlisis, desarrollado en los trabajos de Cauchy, Weierstrass y el matematico aleman
Riemann.

Otro importante avance fue el estudio de las sumas infinitas de expresiones con funciones trigonométricas, he-
rramientas muy Utiles tanto en las matematicas puras como en las aplicadas, hecho por Fourier. Cantor estudié
los conjuntos infinitos y una aritmética de ndimeros infinitos. La teoria de Cantor fue considerada demasiado
abstracta y criticada. Encontramos aqui un espiritu critico en la elaboracién de estas nociones tan ricas. Esto
constituye un punto de vista muy diferente del que animaba a los matematicos del siglo anterior. Ya no se trata
de construir expresiones ni forjar nuevos métodos de célculo, sino de analizar conceptos considerados hasta
entonces intuitivos.

Gauss desarrollé la geometria no euclidiana pero tuvo miedo de la controversia que pudiera causar su publica-
cion. También en este siglo se pasa del estudio simple de los polinomios al estudio de la estructura de sistemas
algebraicos.

Los fundamentos de la matematica fueron completamente transformados durante el siglo XIX, sobre todo por el
matematico inglés Boole en su libro Investigacion sobre las leyes del pensamiento (1854).
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SIGLO XXY NUESTROS DIAS

Es importante el aporte realizado por Lebesgue referido a la integracién y a la teoria de la medida y las modifica-
ciones y generalizaciones realizadas por matematicos que lo sucedieron.

En la Conferencia Internacional de Matematicos que tuvo lugar en Paris en 1900, el matemético aleméan David
Hilbert, quien contribuyd de forma sustancial en casi todas las ramas de la matematica retomé veintitrés proble-
mas matematicos que él creia podrian ser las metas de la investigacion matematica del siglo que recién comen-
zaba. Estos problemas fueron el estimulo de una gran parte de los trabajos matematicos del siglo.

El avance originado por la invencién del ordenador o computadora digital programable dio un gran impulso a
ciertas ramas de la matematica, como el anélisis numérico y las matematicas finitas, y generd nuevas areas
de investigacion matematica como el estudio de los algoritmos. Se convirtié en una poderosa herramienta en
campos tan diversos como la teoria de numeros, las ecuaciones diferenciales y el algebra abstracta. Ademas,
el ordenador permitié encontrar la solucién a varios problemas matematicos que no se habian podido resolver
anteriormente.

El conocimiento matematico del mundo moderno esta avanzando mas rapido que nunca. Teorias que eran com-
pletamente distintas se han reunido para formar teorias mas completas y abstractas. Aunque la mayoria de los
problemas méas importantes han sido resueltos, otros siguen sin solucién. Al mismo tiempo aparecen nuevos y
estimulantes problemas y aun la matematica mas abstracta encuentra aplicacion.

CONCLUSIONES

El progreso de las ideas no se da en el tiempo a través de una trayectoria perfectamente delineada y preconcebi-
da; existen muchos elementos que en la construccion son desechados, reformulados o agregados. Las concep-
ciones filosoficas sobre la realidad, el papel de la ciencia, y en especial las concepciones sobre las caracteristicas
que debe reunir el conocimiento matematico para ser considerado como conocimiento cientifico, determinaron
los enfoques realizados en cada época. El impacto que tuvieron los personajes y las contribuciones consignadas
en la historia dificilmente puede ser comprendida cabalmente si estas consideraciones no se toman en cuenta.
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21 ACTIVIDAD N°1

Aplicacién: Los contenidos de apoyo para el desarrollo de la actividad 1 pertenecen a los temas 1y 2 de la se-
mana 1.

Integrandonos al turismo interno

Con la paulatina recuperacion del turismo interno, las autoridades han
visto la necesidad de construir nuevas carreteras, o mejorar la calidad
de las existentes, para asi brindar una mayor comodidad a los turistas
nacionales y extranjeros.

Una de las rutas mas transitadas para quienes desean desconectarse
unos dias del bullicio limefio, es la que conduce a las playas del sur. Las
autoridades planean mejorar la condicion de un tramo estratégico dela
Panamericana Sur, la inversion se justificaria si se cobra un peaje en
dicho tramo.

Para saber cuanto se podria recaudar, se realiza un estudio de trafico en un periodo de 24 horas. D urante
cierto diay adeterminadas horas se cuenta el nUmero de vehiculos que pasan por el lugar donde seconstruira
la estacidon de peaje en el lapso de un minuto, obteniéndose la siguiente informacidon para el flujo de trafico
(9):

dN

p=—
t

Donde N es el nimero de vehiculos que pasan desde el inicio de la medicion, hasta un tiempo t.

t (Horade dia) | 0 |3 |
¢ (Vehiculos / min.) | 1 |1 |

Se sabe que aproximadamente el 50% de vehiculos que pasan son autos, el 30% camionetas y el 20%
camiones.
Las tarifas en el mercado actual son:

Tipo de vehiculo Tarifa S/.
Automoviles 1,5
Camionetas 2
Camiones 4

Se quiere estimar lo que se recaudaria por peaje para estaruta el dia de la medicién.

En papel milimetrado traza un eje de coordenadas cartesianas como te mostramos (eje x : tiempo en
minutos, ejey : nimero de vehiculos observados en un minuto)

Construye rectangulos con bases [0,3x60[, [3x60, 5x60[, [5x60, 7x60[, ... y alturas determinadas por el
numero de vehiculos por minuto.

* Halla el area de estos rectangulos y simalas. Obtendras asi una aproximacion al area total bajo la
verdadera funcion o.

Con este resultado, calcule qué cantidad de camiones, autos o camionetas fueron observados.

Halla lo recaudado por peaje ese dia.

¢Codmo extenderias el estudio para estimar lo que se recaudaria por peaje en un mes?

¢Quéotros factores crees que deberias considerar?

EE S S

Fuente. Tori A. & Saal, C. (2000). Matematica 2. Lima, Per(: Editorial Metrocolor.
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METODOS DE INTEGRACION ||

1. Integracion de funciones trigonométricas

Calculo II
MANUAL AUTOFORMATIVO INTERACTIVO

En la seccién 2.3 se estudiaron seis reglas de integracion trigonométricas, las seis que corresponden directa-
mente a reglas de derivacién. Con la regla log se puede completar el conjunto de reglas bésicas de integracién

trigonométricas.
EJEMPLO 1: Usando una identidad trigonométrica.

Hallar jtanxdx

€N VINIL

Solucion: Esta integral no parece adaptable a ninguna de las reglas basicas de la lista. Sin embargo, usando una

identidad trigonométrica se tiene:

senx
dx

Itanxdx ='[cosx

Sabiendo que D, [cosx] =—senx, tenemos U = COSX vy escribimos

—senx _ ) o
[tanxax=—| dx |dentidad trigonométrica
COS X
u' —
=—j;dx Sustituir ¥ = ©08¥
=ln‘u‘+C

Aplicar regla de log.

= —ln|cosx| + C Sustitucion hacia atrés

En el ejemplo 7 se usé una identidad trigonomeétrica para derivar una regla de integracién de la funcién tangente.
En el siguiente ejemplo se efectla a un paso algo inusual (multiplicar y dividir por una misma cantidad) para llegar

a una formula de integracién para la funcion secante.
EJEMPLO 2 Obtencién de la férmula para secante
Hallar jsecxdx

Solucion: Considerar el siguiente procedimiento.

secx +tanx
Isecxdx = jsexx — |dx
secx +tanx

sec’ x +secxtan x

= [ ETEEEXERY gy

secx +tanx

Tomando ¥ como el denominador de este cociente se obtiene:

u=secx+tanx = u'=secxtanx+sec’ x
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Asi, se puede concluir que:

sec’ x +sec x tan x

Isecxdx = I—dx Reescribir el integrando

:I%dx

=ln|u|+C

= ln|secx+tanx|+C

Con los resultados de los ejemplos 7 y 8 se dispone de las formulas de integracion de

secx+tanx

Sustituir ¥ = secx+tanx

Aplicar regla de log

Sustitucién regresiva.

senx, Cos x, tan x

Las seis reglas trigonométricas se resumen a continuacion.

Integrales de las seis funciones trigonométricas basicas

Isenudu =cosu+C

J.tanu du = —1n|cosu|+C

jsecu du = 1n|secu+tanu|+C

Icosudu =secu+C

jcotudu = 1n|senu|+C

J-cosecu du=—In |cosecu —cotu|+C

EJEMPLO 3: Integracion de funciones trigonométricas.
Evaluar J.\/1+tan2 x dx

Solucion: Recordando que |+ tan? x = sec’ x, Para escribir

J‘\/1+tan2 x dx= I\/seczx dx

:Isecxdx

= ln|secx+ tanx|

Integrales de funciones trigonométricas inversas.

EJEMPLO 4: Una comparacion de tres integrales diferentes

Encontrar cada integral

al 4 b) 4x c)
dx dx
'[xz +9 '[xz +9
Solucion:
a)  Usar la regla del arcotangente y sea % =X ¢ =3

J

4

X +2

dx = 4J' 1 Jdx Regla del multiplo constante
x*+3?

Y

S€Cx
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= 4(1 arctan Ej +C
3 3 Regla del arcotangente

4 X
=§arctan§+c Simplificar

b) Aqui la regla del arcotangente no aplica porque el numerador contiene un factor de x. Considerar la regla
logysea y =x2+9 Entonces du =2xdx y se tiene.

I 4x - ZI 2xdx  Regla del multiplo constante
x2+9 x*+9

Sustitucion 4 = 2
_2J‘du u=x"+9

=2Infu|+C =2In(x*+9)+C Regla log.

c) Porque el grado del numerador es igual al grado del denominador se debe usar la divisién primero para
volver a escribir la funcién racional impropia como la suma de un polinomio y una funcién racional propia.

2
I ax dx = I(4_ 36 jdx Reescribir usando la division grande
X’ +9 x*+9

Escribir como dos integrales

= 4x—36(§arctan§j +C Integrar

:4x—1zarctan§+c Simplificar

22
EJEMPLO 5: Una sustitucion del tipo ¢ ~¥

Encontrar J‘

V16 —x°

Solucion: Porque el radical en el denominador puede escribirse en la forma:

\/az —u? 2\/42—()63 2
Se puede probar la sustituciéon ¥ = X’ Entonces du =3x% dx se obtiene:

J‘ 3x’dx Rescribir la integral
J16—(x*)?

3
Sustitucién ¥ =X

J.\/16 x°
_lIL
_3 42_u2

1 u Regla del arcoseno
= Earcsenz+ C

1 e Reescribir como una funcion de x.
=—arcsen—+C
3 4

Sorprendente, dos de las reglas de la integracién normalmente pasadas por alto son la regla log v la regla de las
potencias. Notar en los proximos dos ejemplos como estas dos reglas de la integracién pueden ocultarse.
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EJEMPLO 6: Una forma disfrazada de la regla log.

1
1+e"

dx

Encontrar J‘

Solucién La integral no parece adaptarse a ninguna de las reglas bésicas. Sin embargo, la forma del cociente
hace pensar en la regla log. Si se expresa j; =] 4", entonces du=e dr Obtener el du requerido sumando vy

restando € en el numerador, como sigue:

1 l+e" —¢ Sumar y restar ¢ en el numerador
I —dx = I —dx
l+e I+e

I+e" 1+¢°

X X g e .
_ (1 te e ]dx Reescribir como dos fracciones

_ J'dx_J‘ e'dx Rescribir como dos integrales
l1+e"

Integral
=x—In(l+e")+C

NOTA: Hay mas de una manera de resolver un problema de integracion. Asi, el eje_r]@)quw demuestra que multi-
plicando el numerador y denominador por ¢ se obtiene una integral de la forma Ver si se puede conse-
guir la misma respuesta por este procedimiento (Tener cuidado: la respuesta aparecera en una forma diferente.)

EJEMPLO 7: Una forma disfrazada de la regla de las potencias.
Encontrar I(COtx)[ln(Senx)]dx

Solucion: De nuevo, la integral no parece adaptarse a ninguna de las reglas béasicas. Sin embargo, considerando

las dos opciones primarias par u[u = cotx y u = In(sen x)], se puede ver que la segunda opcion es la apropia-

da porque;
u=In(senx) y du= COSY i = cot x dx
senx

Asi,
cotx)|In(senx)|dx = |u du _

I( ){inC ) I Sustitucion 4 = In(senx)
2

:”?+C Integrar

= l[ln(senx)]z +C Reescribir como una funciéon de x.
2

l[111(sen x)]2 +C
NOTA: En el ejemplo 4, verificar que la derivada de 2

Es el integrando de la integral original.
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Repaso de las reglas basicas de integracion (a >¢)

1.

1.

13.

15.

17

19.

j ki (u)du = kj Fw)du
Jdu =u+C
du
I7zln|u|+C
Ja“du = (ﬁ)a“ +C
cosudu =senu+C

cosudu = 1n|senu| +C

2
cosecudu =cotu

cosecu.cotu.du = cosecu+ C

]
I
[cosecu du =—In|cosecu —cotu|+C
J
J

du 1 u
j 5 =—arctan—+C
a +u- a a

2. [/ )% gl = [ fw)du = [ @)+ [ g e

n+l

+C=-1

4. [, d _u
Iu " n+l

6-.[e“afu:e”+C

8. Isenu du=—cosu+C

10. Itanudu = —1n|cosu|+C

12. Isenudu:tanu+C
14. Iseczudu =tanu+C

16. Jsecutanudu =secu+C

18. J‘\/i—arcsen +C

du =larcsecM+C

zo-juxlaz—a2 a a

Pueden usarse a menudo las identidades trigonométricas para adaptar integrados a una de las reglas béasicas de
la integracion.

Enlaces:

https://www.youtube.com/watch?v=KtvGbmv-4Go

https://www.youtube.com/watch?v=gRSg-f1OFH8

2. Integracion por Sustituciones Trigonométricas.

EJEMPLO 1: Uso de identidades trigonométricas

Encontrar Itanz 2x dx

Solucion:

Notar que la "% no est4 en la lista de reglas bésicas de integracion. Sin embargo, sec’u esté en la lista. Esto

hace pensar en la identidad trigonométrica tan2y =sec?u —1.

Jtanz 2xdx = %J-taln2 udu

Sise hace u =2x, entonces du=2dx vy

Sustitucién u =2x

€N VINIL
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1 . . .
= EI(SCCZ u—1)du Identidad trigonométrica

= ljseczudu—%jdu Rescribir como dos integrales

1tanu u+C Int
=— - ntegrar
2 2 9

| . .
:Etan2x—x+C Reescribir como una funcién de x.

Esta seccién concluye con un resumen de los procedimientos comunes para adaptar los integrados a la regla

basica de integracion.

Procedimiento para adaptar los integrales a las reglas basicas

Técnica Ejemplo

Desarrollar (el numerador)

Separar el numerador

Completar el cuadrado

Dividir la funcién racional impropia

Sumar y restar términos en el numerador

Usar identidades trigonométricas

Multiplicar y dividir por el conjugado pita-
gérico

NOTA: Recordar que se puede separar los numeradores pero no los denominadores. Se debe tener cuidado con

(1+e") =1+2¢" +e*

1+x 1 X
+

4l X+l X+l

1 1

Vax—x :\/1—(x—1)2

x? 1 1
x*+1 x*+1
2x _ 2x+2-2  2x+2 2

C42x+l X +2x+1 _x2+2x+1_(x+1)2

cot’x =csc’x—1

1 _ 1 l—senx) 1-—senx
1+senx 1+ senx )\ 1—senx 1—sen’x

_l-senx senx

2 S€C X 2
COoS X COoS™ X

este error comun cuando se adapten los integrados a las reglas béasicas.

21 ¢i2+% N.°separar el denominador

x+1 x

3 ¢Cémo integrar una
P(x)  x +2x+4 5 funcion racional?

Q(x)_x4+3x2+2x+1 ._
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Respuesta: Expresédndola como una suma de fracciones méas simples, llamadas FRACCIONES PARCIALES.
P(x)

O(x)

DESCOMPOSICION EN FRACCIONES PARCIALES

S(x)=

Consideremos la funcion racional:

Es posible expresar f como una suma de fracciones mas sencillas, siempre que el grado de P sea menor que el
grado de Q. Esa funcion racional se llama propia.

Si f es impropia; esto es, si grado(P(x)) > grado(Q(x)), debemos dividir Q entre P hasta obtener un residuo tal
que

PO _ (4 RGO
O(x) O(x)

El siguiente paso consiste en expresar la funcién racional propia R (x) / Q (x) como una suma de fracciones par-
ciales, de la forma:

JS(x)=

A Ax+ B
(ax+b)" (ax® +bx +c)’
o bien

CASOS DE DESCOMPOSICION EN FRACCIONES PARCIALES
CASO I: EL DENOMINADOR Q (X), ES UN PRODUCTO DE FACTORES LINEALES DISTINTOS.
Q(x) = (alx + bl )(azx + bz )....(akx + bk ) Esto significa que podemos escribir:

En donde no hay factor que se repita. Es este caso, el teorema de las fracciones parciales establece que existen
constantes, A, A, , ..... A tales que

R(x): 4, n 4, R A
O(x) (ax+b) (a,x+b,) (a,x+b,)

5
S ®

Ejercicios: Determine

4x* -3x—4
1. — dx
Jx3 +x?—2x
2. 1
dx
J.xz -4
3. (ax+b)

CASO II: @ (X) ES UN PRODUCTO DE FACTORES LINEALES, ALGUNOS DE LOS CUALES SE REPITEN

r
(ax+b) Considere que el primer factor lineal se repite r veces; esto es, en la factorizacion de Q (x) se obtiene

€N VINIL
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A
—lEntonces, en lugar del término Unico
(alx + b1)
Empleariamos:
A, A4, A
st -
(a1x+bl) (a2x+b2) (arx+br)
Ejemplo:
2
Resolver J‘Md

x(x — 1)2

2
M — 4 B C Solucién:

o1 x ) (-

TEMA N° 3

2x* +x-2=A(x—1)* + Bx(x—1)+Cx

x=1C=1x=0A=2x=-1.B=4

2 +x-2 -2 4 1
x(x—l)2 X (x—l) (x=1)°
2x* +x-2 1
== 7 ok dx + dx Integrando
v -5 I(x iR A
.[de— 21n|x|+ ¢ 1
x(x 1) ln|x—1| (x=1)

Ejercicios: Determine

1 J-x2—4x—1dx

x(x—l)

eyl
x +3x—4
I (2x—1)(2x+3)

dx

CASO lIl: Q (X) CONTIENE FACTORES CUADRATICOS IRREDUCIBLES, NINGUNO DE LOS CUALES SE REPITE

Ax + B SiQ (x) tiene el factor ax?>+ b x + ¢, en donde b%4ac<0, entonces la expresion R (x) / Q (x)

2
ax- +bx+c
tendra un término de la forma:

Ejemplo:
X

Resolver _[ (xz +1Xx2 n 4)dx
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Solucién:

X _Ax+B+Cx+D
(x2+IXx2+4)_ x*+1 x*+4

x=(Ax+B)(x* +4)+(Cx + D)(x* +1)
De la anterior igualdad:

A=C=0;B=1/3;D=-1/3
1 1

X 3 3

(x2+IXx2+4) x2+1+x2+4

Integrando

1 1

X 3 3 1 1 x
dx = dx + dx=—qgt ——qtan| =
'[(x2+IXx2+4) Ix2+1 '[x2+4 3a an(x) 6a an(z}
OBSERVACION: CASO PARTICULAR

D
ax’ +bx+c

El término se puede integrar completando el cuadrado y con la formula (tabla)
1 1 X
J‘ﬁdxz—atan — |+cC
X +a a a

Enlaces:

Calculo II
MANUAL AUTOFORMATIVO INTERACTIVO
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https://www.youtube.com/watch?v=8W0eyd5Vhzg

https://www.youtube.com/watch?v=FKuNI8pL1Ms

j x =2 i

x(x* +2)
Ejercicios: Determine

J.Xm(a + bxn)pdx
1. J‘ dx 2

(x° =x7)

Fuente: En Célculo integral (2da ed.), por Larson, Hostetler & Edwards, 2011.
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44

Son de la forma Ixm(a + bxn)pdx donde m, n, p € Q. Pueden ocurrir los casos siguientes:

p>0: Desarrollar por el binimio de Newton.

p<0: Cambio=x=t% siendo o el m.cm.
de los denominadores de m y n.

1. Sip€EZ=

De este modo se reduce el problema a una integral racional.

2. Si m+1
n

} € Z = Cambio:a+bx" =t*, siendo a el denominador de p.

3. Si[erl+p}ezj{0ambio:a+bxn =t*“x", siendo a el denominador
n de p.

Enlaces:

https://www.youtube.com/watch?v=slJtWkE-t3w

https://www.youtube.com/watch?v=cmg909Unsyw

4
21 ACTIVIDAD N° 2

Resuelve un conjunto de ejercicios respecto al tema 3 vy 4.

INSTRUCCIONES

Le dejamos algunos ejercicios, a modo de complemento, con el objeto de que pueda reafirmar los conocimien-
tos adquiridos.

¢Como podria verificar sus resultados? Pues muy facilmente, si usted calcula la derivada de las respuestas que
obtiene... debe llegar a la pregunta del ejercicio!

1. Calcule las siguientes integrales:
a) J.5x7dx
b) J7x9dx
c) J3x2.x3 dx
d) j9x6 x dx
el J.4(xz)3 dx

1
f) j 12(x*)2 dx


https://www.youtube.com/watch?v=sIJtWkE-t3w

https://www.youtube.com/watch?v=cmq909Unsyw
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Calcule las siguientes integrales desarrollando los integrados:
o) [ (x+1) d

O f(x-1)d

c) j x(x—1)>dx

o) [x* (" +1) dx

o [(x+1)dr

€N VINIL

b [(x-1)dx

Calcule las siguientes integrales potenciales imples cuyo exponente es un nimero negativo.

a | x7 dx

b) [ x~dx

o [x*—x7dx
d [x°:x2dx
o [(x2) ar

D fy e

g) j%dx

JEan

Calcule las siguientes integrales potenciales simples cuyo exponente es un nimero racional.
2

a) Ixidx

b) jx? dx

c) J.dex
X3

2
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5. Calcule las siguientes integrales potenciales simples cuyos integrados estén escritos en forma radical.
Pasa primero a formar potencial:

a) [Vxdx

b) [/ dx

o) [x/x dx

d) [\ x ax

% o) [{x dx
= Jﬁdx
Ide

6. Calcule las siguientes funciones potenciales compuestas. Piensa que es fy f'
a) j(x+1)2dx
b) j (Tx+5)" dx
c) J.(x2 +1).2xdx
d) J(xs +1).2x% dx
f) [x*( +2) dx
) [(16x+1)8x" +x-5)dv

7 Los integrados son funciones racionales; antes de integrar pasalos a la forma potencial.

1
d
i I(2x+1)2 g

b) J' 2x+1
(x* +x+l)

C) 1 d
-[x2+2x+1 *
1
d[———ax
J‘x3+3xz+3x+l

1
¢ I @2x+1) dx

2

X
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10.

1.

Calculo II
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En las siguientes integrales aparecen radicales; exprésalos en forma potencial antes de integrar.

a) V1+xdx
b) Ixxll—xz dx
J.x2\/l+x3 dx

OIJ.)c+1

JF=
i o

Calcule las siguientes integrales de tipo logaritmico.

1
d
a)j3x+5 !

3
b d
)Iax+b g

X
djf+2ﬂ

d'[6x +l

Calcule las siguientes integrales de tipo logaritmico.

i J‘l-fe" dx

b) J‘ senx —Cos x dx

senx +Cosx

oL 4
xLx

wj———i———w

(1+x%)arctan x

Calcule las siguientes integrales de tipo exponencial.

a) J.e”C dx
b) Jez" dx
c) je’z" dx

d) J’ > dx

€N VINIL
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12.  Calcule las siguientes integrales de tipo exponencial.

a) I " cosx dx

eLx
b) Ide

arctan x

o e
d) j(6")2 dx

NI

f) j 5%.7" dx

dx

e) dx

TEMA N° 3

13.  Calcule las siguientes integrales de tipo seno. Observa que son formas compuestas:

a) jcos(x+ D) dx

b) J cos(2x+5)dx

c) J.xcosx2 dx

d) J.Zxcos(xz +2)dx

dx

cos Lx
e) I .
f jcos(tazn X) I
cos“x

14.  Calcule las siguientes integrales de tipo coseno.

dx

Se}’l\/)_C
A | 2x

b) Jsean A

X

0 _[ senlx

2x
d) j sen(arctan x)

1+ x?

dx

15.  Calcule las siguientes integrales de tipo tangente.
a) jseczidx
3
b) [3sec’ (2x+6)dx

c) J.xsec2 x*dx
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16.

17

18.

19.

20.

Calcule las siguientes integrales e tipo arco tangente.

1
—d
al J.1+(x+1)2 *

b) J;dx
1+@Bx+27)

o J.1-4)-Cx8 dx
d Jlfezx dx
e)J' S€C2x

dx
1+tan*x

2X
f) j dx
1+4
Calcule las siguientes integrales:

a) jxe" dx

b) IxLx dx

c) Ixzsenx dx

d) Ixz cosx dx

Integra las siguientes funciones racionales directamente.

x—1
el J‘x2—2x—6dx

[ a
X +x—6
2x* —8x—1
——dx
ol J.2362—7x+3

4 2
d)"-x —3x _3x_2dx

X —x*=2x

Calculo II
MANUAL AUTOFORMATIVO INTERACTIVO
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. 5 . .
¢Cuénto ha de valer k para que la funcién f(x) = ke’ sea derivada de la funcisn F(x) = e’ ?

Hallar la funcién que tome en x = 1 el valor 2 y que tenga por derivada la funcién f(x) =12x* +6.
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A°l GLOSARIO

Antiderivada: Una funcion F(x) es un a Antiderivada de f(x) si la derivada de F(x) es igual a f(x)
Matematicamente:

Jrwa=rFo = F=fw
Observe que la Antiderivada de f'(x) se denota por: F(x)= Jf(x)

Siy= F(X) es una Antiderivada de la funcion V' = f(X) tambiénloes y = F(x)+C donde C es una cons-

tante cualquiera.

Calculo: Rama de las matematicas que se encarga del estudio de las cantidades que varian continuamente y las
relaciones entre ellas.

En el calculo se estudian los conceptos de limite, continuidad, derivada e integral y sus aplicaciones.

El célculo también se denomina Calculo infinitesimal.

Derivada: Dada una funcion f, la derivada de dicha funcién en un punto xo de su dominio es el limite, si existe:
fl(Xo) — Iim f(XO + h) = f(XO)
h->0 h

El valor de la derivada f'(x ) coincide con la pendiente de la recta tangente a la curva y=f(x) en (x , f(x ).

Infinitesimal: Un infinitesimal o un infinitésimo, es una cantidad infinitamente pequena. Puedes construir un
infinitesimal considerando el intervalo (0;1) en el eje real. Divide este intervalo en n partes iguales. Cuando el

valor de n es infinito, cada uno de los subintervalos tiene una longitud.

Integral: En célculo, una integral es el resultado de la integracion de una funcion.
El simbolo de integral es una s alargada y la expresion jf(x)dx = F(x)+ C

Se lee: Laintegral dela funcion f (x) respectode x esigual ala funcion F (x) mds una constante.
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[;\]/ AUTOEVALUACION N.° 1

Estimado participante, es el momento de verificar su aprendizaje de los temas tratados en esta unidad. Actle
con la maxima responsabilidad y seriedad. Haga el mayor esfuerzo por desarrollar los ejercicios en el tiempo

estimado.
1. Lea con atencion las siguientes afirmaciones. Si la proposicion es verdadera escriba (V), si la proposicion
s” es falsa escriba (F), luego marque la alternativa que estime correcta.
E i) El proceso de integraciéon consiste en hallar antiderivadas.......... ()
I'll—J i) La solucién de una integral indefinida es Unica.......................... ()
iii) La integral _[f’(8x).dx esf(8x) ()

iv) El método de integracién por partes se obtiene a partir de la regla del cociente para diferenciacion

A) FFFV
B) VFFF
C) VFFV
D) VVFF
E) FFVWV
2. Al resolver la integral

I = |sec’x.dx

oo

Mediante una integracion por partes el valor de “v" es:

A) sec®x.dx
B) tan
C) secx.dx
D) tanx
E) secx

3. Evaluar

I = I\/ tan x.sec’ x.dx

2 7
gtanmx + Etanmx +C
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3 7
Ztan’*x+—tan*x+C
2 2
2 2
Ztan’?*x+Ztan*x+C
3 7
2 2
7tan3/2x + gtanmx +C

2
Etanmx - 7tan7/zx +C

Al evaluar la integral

J‘54xx

Calculo II
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Por el método de integracion de un trinomio cuadrado perfecto el numerador de la fraccion es equivalente

a.

%(4—2x)+5

%(—4—2x)+7

Al evaluar la integral

= ‘[x +1 x +2x+3)dx

Mediante fracciones parciales, implica tener
A) 4 fracciones
B) 3 fracciones
C) 2 fracciones
D) 6 fracciones

E) b fracciones
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6.  Calcule: IL
sen2x.cos2x

A lln |tan 2x|
2

ln|tan 2x| +C

B) lln|tanx| +C
2

C) %ln|cot 2x| +C

TEMA N° 3

D) In|sen2x|+C

7 Calcule: Im
x(1+x%)

A) 2arcsenx+Inx+C
B) arctanx+In2x+C

C) 2arctan x
D) arctanx+%lnx+ C

BE) 2arctanx+Inx+C

8. Calcule: j%
X

a1 =2xT+C
B) %m—2M+C
C) %W—M+C
D) %m—%\/ﬁw
® W—%\/ﬁ+C
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UNIDAD I

“LA INTEGRAL DEFINIDA"

0

553 DIAGRAMA DE PRESENTACION DE LA UNIDAD |l

BIBLIOGRAFIA

@ RESULTADO DE APRENDIZAJE

Al finalizar la unidad el estudiante sera capaz de explicar la solucion de una Integral Definida
usando diferentes métodos de integracion.

99




— Universidad
<: Continental

CONOCIMIENTOS PROCEDIMIENTOS ACTITUD

Tema N° 1: La integral definida. 1. Aplica las sumas de Reimann para e Demuestra perseverancia para
E Sumas de Rieman v la integral definir la integral definida resolver Ios_ diferentes problemas
definida. 2. Reconoce el teorema fundamental del del calculo integral que se
célculo y teorema del valor medio y las apliquen dentro del campo
. aplica en la resolucién de problemas. de accion de su profesion,
Tema N° 2: Teorema del valor medio mostrando interés por conocer
para integrales. los campos teéricos del calculo
El Teorema del valor medio para Actividad N°1 integral.
integrales. * Aplicacién: “Descarga de un rio”
2] Segundo teorema fundamental del 3. Aplica el teorema fundamental del
célculo. célculo. Aplica el cambio de variable

adecuado en integrales definidas.
Aplica la integracién por partes

L D ekt el i adecuado en integrales definidas.

Fundamental del Calculo
Kl Cambio de variable para integrales

definidas. Actividad N°2

B Integracion por partes para integrales * Aplicacion: “Puntos de Equilibrio”
definidas.

3] Integracion por Sustituciones Tarea Académica N° 1
trigonométricas para integrales Prueba escrita. (De desarrollo) sobre los
definidas.

temas de las semanas 3y 4.
4] Integracion mediante fracciones
parciales para integrales definidas.

°Videos:

Integrales Definidas
https://www.youtube.com/watch?v=ky6xZkWiduU

https://www.youtube.com/watch?v=rr2Mm9IRxNxU

https://www.youtube.com/watch?v=7-3Bv7sZA Y

https://www.youtube.com/watch?v=7 V4XgWFmPg

Aplicacion del teorema fundamental del calculo.
https://www.youtube.com/watch?v=pxUFj0ICOrY

https://www.youtube.com/watch?v=SvbaHxXP95s

https://www.youtube.com/watch?v=IYhrpYIV\Wg8

Diapositivas elaboradas por el docente:

Lectura complementaria:

Lectura seleccionada 1: “Area”

Fuente: Larson R. Hostetler R. Edwards B. (2009).

Célculo integral. México D.F: Editorial Mc Graw Hill. Pag. 86.
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[ TEMA N 1

LA INTEGRAL DEFINIDA

Para definir la integral definida, considera el siguiente limite.
n

lim _

HAH—)OZf(Ci)Axi =L
i=1

Afirmar que este limite existe significa que para >0 existe una 50 tal que para toda particion con 4] < se
sigue que:

L= fle)Ax, <&

(Esto debe ser cierto par cualquier eleccion de “ en el i-ésimosubintervalo de )
Definicion de una integral definida

Si fse define en el intervalo cerrado [a.4] y el limite
n
lim
HAH—>OZf (€)Ax,
i=1
Existe (como se describié antes), entonces f es integrable en [«.5] y el limite se denota por:

D WLV e

El limite recibe el nombre de integral definida de f de aab. El nUmero a es el limite inferior de integracion, v el
namero b es el limite superior de integracion.

No es coincidencia que la notacion para las integrales definidas sea similar a la que se utilizo para las integrales
indefinidas. Se vera la razén en la siguiente seccion cuando se introduzca el teorema fundamental del célculo.
Por ahora es importante observar que las integrales definidas vy las integrales indefinidas son identidades dife-
rentes. Una integral definida es un nimero, en tanto que una integral indefinida es una familia de funciones.

Una condicién suficiente para que una funcion f sea integrable en [a,5] es que sea continua en [a,5]. Una de-
mostraciéon de este teorema esta mas alla del objetivo de este texto.

TEOREMA 5: La continuidad implica integrabilidad

Si una funcién f es continua en el intervalo cerrado [a,b] , entonces f es integrable en [a,b]

€N VINIL
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EJEMPLO 2: Evaluacién de una integral definida como limite

Hallar la integral definida jlz2xdx

Solucién: La funcion f(x) =2x es integrable en el intervalo [-2-1] porque es continua en [-2.1] Ademas, la de-
finicion de integrabilidad implica que cualquier particion cuya norma tienda a 0 puede utilizarse para determinar el
limite. Por conveniencia computacional, definir A, subdividiendo [-2.1] en n subintervalos de la misma anchura.
b-—a 3

Axi:sz

n n

Eligiendo & como el punto terminal derecho de cada subintervalo, se obtiene:

¢, =a+i(Ax)= —22
n

TEMA N° 3

De este modo, la integral definida esta dada por:

! _lim C
.[-2 2xdx =0 ; f(c)Ax,

= Z’iw;f(ci)m

N 3i)(3
— lim 2 _2+_ e
e ~\
m 0 3i
— lim e _2+_
H@n; ;
n n

Debido a que la integral definida en el ejemplo 2 es negativa, ésta no representa el 4rea de la regién que se
muestra en la figura 3.17 Las integrales definidas pueden ser positivas, negativas o cero. Para que una integral
definida sea interpretada como un area (como se definié en la seccién 3.1) la funcién f debe ser continua y no
negativa en [a.b], como se establece en el siguiente teorema. (La demostracién de este teorema es directa:
utilizar simplemente la definiciéon de area en la seccién 3.1)
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TEOREMA 6: La integral definida como area de una region

Si f es continua y no negativa en el intervalo cerrado [a,b] , entonces el area de la region

acotada por la gréfica de f, del eje x y las rectas verticales x = a y x = b esta dada por:

Area = Lb f(x)dx

4
Area = [ (4x—x")dx

€N VINIL

Figura 3. Area
Fuente: En Célculo integral (2da ed.), por Larson, Hostetler & Edwards, 2011, p. 100.

Como en el teorema 3.4, considerar la regién delimitada por la grafica de f(x)=4x-x* y el eje x, como se muestra
en la figura 2.1, debido a que f es continua y no negativa en el intervalo cerrado [0,4], el drea de la region es

Area = '[04 (4x —x*)dx

Una técnica directa para hallar una integral definida como ésta se analizard en la seccion 3.3. Por ahora se
puede calcular una integral definida de dos maneras: usando la definicion en términos de limites o verificando
si la integral definida representa el drea de una regién geométrica comun, tal como un rectangulo, tridngulo o
semicirculo.

EJEMPLO 3: Areas de figuras geométricas comunes

Dibujar la region correspondiente a cada integral definida. Evaluar después cada integral utilizando una féormula
geomeétrica.

2
9 [4dv B[ (x+2)dx o [ Va-x dx

Solucion: Un dibujo de cada region se muestra en la figura 3.20.
a) Esta regién es un rectangulo de 4 de alto por 2 de ancho.
3 ’
L 4dx = (Area del rectangulo) =4(2) =8

b) Esta regién es un trapezoide con una altura de 3 y bases paralelas de longitudes 2 y 5. La férmula para el

area de un trapezoide es %h(bl +b,).

I: (x+2)dx = (Area del trapecio) = %(3)(2 +5)= %
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c) Esta regién es un semicirculo de radio 2. La féormula para el drea de un semicirculo es Emz'

. 1
Ji V4.—x*dx = (Area del semicirculo) = 575 (22) =2z

Figura 4. Area
Fuente: En Célculo integral (2da ed.), por Larson, Hostetler & Edwards, 2011, p. 1000.

Propiedades de las integrales definidas

La definicién de la integral definida de fen el intervalo [a.5] especifica que a<b. Ahora, es conveniente, sin em-
bargo, extender la definiciéon para cubrir casos en los cuales a = by a>b, Geométricamente, las siguientes dos
definiciones parecen razonables. Por ejemplo, tiene sentido definir el area de una regién de ancho cero vy altura
finita igual a 0.

Definiciones de dos integrales espaciales
1. Si festa definida en x = a, entonces se define L S(x)dx=0
2. Sifesintegrable en [4,5], entonces se define J“ — _J‘b
, f(x)dx ) f(x)dx
EJEMPLO 4: Calculo de integrables definidas

a) Debido a que la funcion seno se define en =7, y los limites superior e inferior de integracién son iguales,
puede decirse que:

T
J. senxdx =0
Va
0
b)  Laintegral L (x+2)dx es la misma que la dada en el ejemplo 3b excepto por el hecho de que los limites
superior e inferior se intercambian. Debido a que la integral en el ejemplo 3b tiene un valor de 21 puede
escribir: 2’

[+ 2de =] (r+2)dx = %
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En la figura 5, la regién méas grande puede dividirse en x = ¢ en dos subregiones cuya intersecciéon es un seg-
mento de recta. Como el segmento de recta tiene area cero, se concluye que el 4rea de la region mas grande
es igual a la suma de las areas de las dos regiones mas pequenas.

€N VINIL

Figura 5. Propiedades de la integral definida
Fuente: En Cdlculo integral (2da ed.), por Larson, Hostetler & Edwards, 2011, p. 101.

TEOREMA 7: Propiedad aditiva de intervalos

Si f es integrable en los tres intervalos cerrados determinados por a, by ¢, entonces:

.[f f(x)dx = LC £ (x)dx+ Lb £ (x)dx

EJEMPLO 5: Empleo de la propiedad aditiva de intervalos

fl|x|dx= ﬂ—xderJ‘ledx Teorema 3.5

_ l_,_l Area del triangulo

Debido a que la integral definida se describe como el limite de una suma, hereda las propiedades de la suma
dada en la seccién 3.1.

TEOREMA 8: Propiedades de las integrales definidas

Si fy g son integrables en [a,b] y k es una constante, entonces las funciones kfy f+g son integrables en [a.B] .y

T b 2
L kf (x)dx = kL f (x)dx
* [ @g)ar= ] foode: [ g0

Observar que la propiedad 2 del teorema 3.6 puede extenderse a cualquier nimero finito de funciones. Por
ejemplo
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["Ir@+g+hkie = f@ds+ [ g+ [ hdx

EJEMPLO 6: Evaluacién de una integral definida.

Evaluar .[3(_x2 +4x-3)dx utilizando los siguientes valores
1

J13x2dx = ?, fxdx =4 fdx =2
Solucion:
f (=x* + 4x —3)dx =f (=x*)dx + f xdx+ f (=3)dx
= —erdx + 4j3xdx —3'[3dx
1 1 1

= —(%j +4(4)-3(2)

3
Si fy g son continuas en el intervalo cerrado [a.b] ¥y 0< f(x) < g(x)

[ reax < gy

Para ¢ <X<b |ag siguientes propiedades son ciertas. Primero, el drea de la regién acotada por la grafica de fy
el eje x (entre ay b) debe ser no negativa. Segundo, esta area debe ser menor o igual que el area de la regién
delimitada por la grafica de g y el eje x (entre a y b), como se muestra en la figura 2.4. Estos dos resultados se
generalizan en el teorema 3.7.

TEOREMA 9: Conservacion de desigualdades

b
1. Sif es integrable y no negativa en el intervalo cerrado [a,b] , entonces: () < J' f(x)dx
a

2. Sify g son integrables en el intervalo cerrado [a,b] Y f(x) < g(x) paraxen [a,b] entonces:

[ eoax < [ gy
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Enlaces:

https://www.youtube.com/watch ?v=ky6xZkWiduU

https://www.youtube.com/watch?v=Z-3Bv7sZA Y

Fuente: Neuhauser, C. (2004). Matematicas para ciencias. (2a ed.) Madrid, Espana: Pearson Prentice.
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[ TEMA Ne 2

“TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO"

TEOREMA 10: El teorema fundamental de calculo

. . 4 . a,b o .
Si una funcion f es continua en el intervalo cerrado [ ? ] y F es una antiderivada de f en el intervalo [aab] entonces:

J, s = F®)-F(a)

Demostracion La clave para la demostracién consiste en escribir la diferencia F(b) — F(a) en una forma conve-
niente. Sea A la siguiente particién de 14,5 — —
9 P [0] @ =x, <X <X,..<X <X, =b

Mediante la resta y suma de términos analogos, se obtiene:

F(b)_F(a):F(xn)_F(xan_-"_F(x])"'F(xl)_F(xo)
=Y [F(x)-F(x.)]
i=1

De acuerdo con el teorema del valor medio, se sabe que existe un nimero ¢ en i-ésimosubintervalo, tal que:
F(x)-F(x.)

X~ Xin

F'(c,)=

Como F'(c;) = f(c;), puede dejarse que Ax, = x; —X,| y obtenerse:
F(b)-F(a)=Y f(c)Ax,
i=l

Esta importante ecuacion indica que al aplicar el teorema del valor medio siempre es posible encontrar una co-
leccion de ¢; tal que la constante F(b)— F(a) €S una suma de Reiman de fen [a,b] . Tomando el limite (cuan-

] -0

do | produce:

Fb)~F(a)= | f(x)dv

La siguiente guia puede ayudar a comprender el uso del teorema fundamental del célculo.
Estrategia para utilizar el teorema fundamental del calculo

1. Suponiendo que se conozca una antiderivada o primitiva f, se dispone de una forma de calcular una integral
definida sin tener que utilizar el limite de la suma.

2. Cuando se aplica el teorema fundamental del célculo. Las siguientes notaciones resultan convenientes.
b b

[ fodr=r) |
a a

= F(b)-F(a)
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3. No es necesario incluir una constante de integracién C en la antiderivada o primitiva ya que

jb f(x)dx=[F(x)+C]’

=[F(b)+C]-[F(a)+C]

=F(b)-F(a)
EJEMPLO 1: Célculo de una integral definida

Evaluar cada integral definida.

a) LZ (x2 —-3)dx b) '[14 3\/;dx c) J.:M sec? xdx

Solucion:

3 2
a) f(xz _3)dx={%—3x} :(2_6)_(%_3j :_g

4
o) [*3/xdx =3[ "x'dx = 3{;/ 2} =2(4)"2 -2(1)"* =14
1

=1-0=1

) /4 5
c J.O sec” xdx =tanx ]0

EJEMPLO 2: Integral definida de un valor absoluto

Calcular I02|2x—1|dx

€N VINIL

Solucion: Utilizando la definicion de valor absoluto, se puede reescribir el integrando como se indica.

1
-2x-1),x<—
|2x 1) = 2
2x—1, x>—

2

A partir de esto, es posible rescribir la integral en dos partes.

2 1/2 2
jo 2x—1|dx = j —(2x—l)dx + jm (2x —1)dx

0

172 2
= [—xz +x] +[x2 —x]
0 172

1 1 I 1 5
—(Z+Ej—(0+0)+(4—2)—[z—5j—5

EJEMPLO 3: Empleo del teorema fundamental para encontrar un area

Encontrar el &rea de la region delimitadora por la grafica y =2x*-3x+2, el eje xy las rectas verticales x=0y x =

2, como se muestra en la figura 3.25.

Solucion Notar que y > 0 en el intervalo [o,2]

Area = J'OZ(QXZ —3x+2)dx Integrarentre x=0y x =2
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2 2 2 S
- {2)‘ 3;‘ +2x} Encontrar la antiderivada
0

:(?—6+4j—(0—0+0) Aplicar el teorema fundamental del calculo.

10
3

Enlaces:

https://www.youtube.com/watch?v=rr2Mm9RxNxU

TEMA N° 3

https://www.youtube.com/watch?v=7 V4XgWFmPqg

1. El teorema del valor medio para integrales

En la seccidon 3.1 se vio que el area de una regidon bajo una curva es mayor que el area de un rectangulo inscrito
y menor que el area de un rectangulo circunscrito. El teorema del valor medio para integrales establece que en
alguna parte “entre” los rectangulos inscritos y circunscritos hay un rectangulo cuya area es precisamente igual
al &rea de la region bajo la curva, como se ilustra en la figura 2.5.

Rectangulo de valor medio.

Figura 7

TEOREMA 11: Teorema del valor medio para integrales

Si f es continua en el intervalo cerrado [a,b] , entonces existe un nimero c en el intervalo cerrado [a,b] , tal que:

[ f@)de=fe)b-a)

Valor medio de una funcion

El valor de f(c) dada en el teorema de valor medio para integrales recibe el nombre de valor medio de fen el in-
tervalo [a.b].
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Definicion de valor medio de una funcién en un intervalo

Si fes integrable en el intervalo cerrado [4,5], entonces el valor medio de fen el intervalo es:

NOTA: Obsérvese en la figura 3.28 que el area de la region bajo la gréfica f es igual al area del rectdngulo cuya
altura es el valor medio.

Para saber por qué el promedio de fse define de esta manera, supdngase que se divide [4.2] en n subintervalos
de igual anchura Ax=(b-a)/n. Si , es cualquier punto en el i-ésimosubintervalo, la media aritmética de los
1

valores de la funcion en los ¢; esta dado por:

:l[f(cl)+f(c2)+...+f(c )] Porcentaje de f(c)..f(c,)
n

Al multiplicar y dividir entre (bO —a), puede escribirse la medida como:

=—Zf< )(b “j=—2f( )(b “j

1 n
_E;f(ci)m

Por ultimo, al tomar el limite cuando » — « se obtiene el valor medio de fen el intervalo [«.#], como se indico
en la definicién anterior.

Este desarrollo del valor medio de una funcién en un intervalo es sélo uno de los muchos usos practicos de las
integrales definidas para representar procesos de suma.

EJEMPLO 4: Determinacion del valor medio de una funcién
Determinar el valor medio de f(x)=3x>-2x en el intervalo [1,4]

Solucion El valor medio esté dado por

1 b 1 ¢4 )
7]11 f(x)dx = EL (3x" —2x)dx

Cdp, o
=[x+
1 48
=—|64-16—-(1-1)|=—=16
3[ ( )] 3
EJEMPLO 5: La velocidad del sonido

A diferentes alturas en la atmaosfera de la Tierra, el sonido viaja a diferentes velocidades. La velocidad del sonido
s(x) (en metros por segundo) puede modelarse mediante:

—4x+341 0<x<lIl.5
295, 11.5<x<22
éx+278.5, 22<x<32
s(ry={ 4
%x+254.5 32<x<50
3
—5x+404.5 50<x<80

€N VINIL
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Donde x es la altura en kildbmetros ;Cudl es la velocidad media del sonido sobre el intervalo [0,80] ?

Solucién: Se empieza con la integraciéon s(x) en e intervalo [0,80] . Para hacer esto, se puede dividir la integral

en cinco partes.
11
0

11.5 11.5 2 5
jo s(x)dx = jo (—4x+341)dy = -2x* +341x |~ =3657

22 22
Ll'ss(x)dx = jm (295)dx =[295x]" . =3097.5

11.5

32 32( 3 3 ) 2
[ sGode=[ | Zx+278.5 |dx| =x*+278.5x | =2987.5
22 22 4 8 »

50
50 sof 3 3,
j s(x)dx = j Zx+254.5 |dx=| =x* +254.5x | =5688
32 32 2 4 I

80

80 sof 3 3,
j s(x)dxzj —2x+404.5 |dx=| -2 x> +404.5x | =9210
50 ) 4

50

Al sumar los valores de las cinco integrales, se obtiene:

[ s(x)ax = 24640

De tal modo, la velocidad media del sonido entre los 0 y los 80 km de altitud es velocidad promedio

metros por segundo.
= s = 22040 _ 508
8090 80

Enlaces:

https://www.youtube.com/watch?v=pxUFj0ICOrY

https://www.youtube.com/watch?v=SvbaHxXP95s

https://www.youtube.com/watch?v=IYhrpYIv\\Wg8

2. El segundo teorema fundamental del calculo
Al introducir la integral definida de f en el intervalo [4:2] se ha tomado como fijo el limite superior de la integra-
cién by x como la variable de integracion. Sin embargo, es posible que surja una situaciéon un poco diferente
en la que la variable x se use como el limite superior de integracion. Para evitar la confusién de utilizar x de dos
maneras diferentes, se usa temporalmente tcomo la variable de integracién. (Recordar que la integral definida
no es una funcién de su variable de integracion)

TEOREMA 12: El segundo teorema fundamental del calculo

Si f es continta en un intervalo abierto | que contiene a, entonces, para todo x en el intervalo:

<[ roar|- 1
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Demostracion Empezar difiriendo F como:

F(x) = j f(o)dt

Luego, de acuerdo con la definicion de la derivada, es posible escribir
F(x+Ax)-F(x)
Ax

F'(x) :Z;nao
[ [ rwar-[ s
| [ e [ o

| [ rwar]
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Por el teorema del valor medio para integrales (suponiendo que Ax=0), se sabe que existe un niumero c en el
intervalo [x,x+Ax] tal que la integral en la expresion anterior es igual a f(x)Ax . Ademds, como x <c¢ < x+Ax
se sigue que ¢ — x cuando Ax — 0.

De tal modo, se obtiene:
' im 1
F'(x) =y, [Ef (C)Ax}

p
:gcn—m f(C)

= f(x)

Es posible plantear un argumento similar para Ax <0

NOTA: Utilizando el modelo del drea para integrales definidas, considerar la aproximacion:
X+Ax
SEA =" [

Se dice que el area del rectangulo de altura f(x) y anchura Ax es aproximadamente igual al area de la region que
se encuentra entre la gréafica vy el eje x en el intervalo [x,x+Ax], COMO se muestra en la figura 3.32.

Notar que el segundo teorema del célculo indica que toda f continua admite una derivada o primitiva. Sin embar-
go, ésta no necesita ser una funcién elemental.

EJEMPLO 7: Empleo del segundo teorema fundamental del célculo

Calcular i[r\/ﬁ +1a’t}
dx 90

. _ 42 .
Solucion: Advertir que S(@)=~Nt"+1 g5 continua en toda la recta real. De tal modo, empleando el segundo
teorema fundamental del célculo, es posible escribir:

L[t
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La derivacion que se muestra en el ejemplo 7 es una aplicacién directa del segundo teorema fundamental del
calculo. El siguiente ejemplo muestra como puede combinarse este teorema con la regla de la cadena para en-
contrar la derivada de una funcién.

EJEMPLO 8: Empleo del segundo teorema fundamental del célculo.

3
Encontrar la derivada de F(x)j \ cottdt

Solucion: Haciendo u = x* es factible aplicar el segundo teorema fundamental del célculo junto con la regla de
la cadena como se ilustra.

o
o
<z= F'(x)= dF du Regla de la cadena
s du dx
= d du dF
ZE[F(X)]; Definicion de ™
d |~ du 2
T L,z costdt 7, Sustituir L/z costdt por F(x)
= (cosu)(3x’
( )( ) Aplicar el segundo teorema fundamental del célculo
_ 3 2
B (cosx )(3x ) Reescribir como funcién de x.

Debido a que la integral del ejemplo 8 se integra con facilidad, se puede verificar la derivada de modo siguiente:

F(x)= '[x;costdt = sent ]x2

3 4 3
=senx’ —sen—=(senx )—1
/2 2

En esta forma, se tiene la posibilidad de aplicar la regla de las potencias para verificar que la derivada es la misma
que la que se obtuvo en el ejemplo 8.

F'(x) = (cosx’)(3x%)
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[ TEMA Ne 3

APLICACION DEL TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO

1. Cambio de variable para integrales definidas

Cuando se usa la sustitucion de du en una integral definida, muchas veces es conveniente determinar los limites
de integracion para la variable u en vez de convertir la antiderivada o primitiva de nuevo a la variable xy calcularla
en los limites originales. Este cambio de variable se establece explicitamente en el siguiente teorema. La de-
mostracién sigue del teorema en combinacion con el teorema fundamental de calculo.

€N VINIL

TEOREMA 13: Cambio de variable para integrales definidas
Sila funcién u = g(x) tiene una derivada continua en el intervalo cerrado [a,b] y f es continua en el recorrido o rango

g, entonces:

[ reeng ax=["" fudu

EJEMPLO 9: Cambio de variables
L2 13
Calcular IO x(x”+1)dx
Solucion:
Para calcular esta integral, sea u = x*> +1 después, u = x* +1=> du = 2xdx
Antes de sustituir, determina los nuevos limites superior e inferior de integracién:

Limite inferior Limite superior

Cuando x=0,u=0>+1=1 Cuandox=Lu=1"+1=2
Ahora, es posible sustituir para obtener:

I; x(x* +1)’dx = %J‘Ol (x> +1)’(2x)dx  Limites de integracién para x

1 ¢2
= EL u’ du Limites de integracién para u

1{1/‘4}2

204

21(4_1j
2 4

15

) l(u“/4)
Intentar rescribir la antiderivada o primitiva 2 en términos de la variable xy calcular la integral definida en

n
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los limites originales de integracién, como se muestra:
4] -4
204 2 4 .
1 1 15
:5(47) i

EJEMPLO 10: Cambio de variable
X

V2x—1

5
Calcular 4= L dx

Solucion: Para calcular esta integral, considerar que #=v2x-1 Después, obtener

ur =2x-1

ur+1=2x

u? +1

2

=X

udu = dx Diferencia cada lado

Antes de sustituir, determinar los nuevos limites superior e inferior de integraciéon

Limite inferior Limite superior

Cuando x=Lu=~+2-1+1=1 Cuando x=5u=+10-1+1=3

Ahora, sustituir para obtener:
5 X 3] u2 -1
dx=| — u du
'[1 N2x—1 ! u( 2 J

= %f (u* +1)du
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Geométricamente, es posible interpretar la ecuacion:

u+1

et

€N VINIL

Figura 8

6

La regién después de la sustitucion tiene un area de 2 16 como se muestra en la figura 8.
3

Al calcular integrales definidas por cambio de variable (sustitucion), es posible que el limite superior de integra-
cion correspondiente a la nueva variable u sea mas pequeno que el limite inferior. Si esto ocurre, no hay que
reordenar los limites. Simplemente se calcula la integral de la manera usual. Por ejemplo, después de sustituir

H 1
u=+1-x enla |ntegraljoxz(l_x)1/zdx
Se obtiene u=+1-1=0 cuando x= 1,y u=+1-0=1 cuando x = 0. De tal modo, la forma correcta de esta integral

en la variable u es:

—2_[01 (I—u?)yu’ du

2. INTEGRACION POR PARTES PARA INTEGRALES DEFINIDAS

En esta seccién se estudiard una técnica importante de integraciéon llamada integraciéon por partes. Esta técnica
puede aplicarse a una amplia variedad de funciones y es particularmente Util para integrandos que contengan
productos de funciones algebraicas y trascendentes. Por ejemplo, la integracion por partes funciona bien con
integrales como:

I xIn x dx, I xe“dx y Ie"senx dx

La integracion pro partes esta basada en la férmula para la derivada de un producto:
d
dx dx  dx

=uv'+vu'

Volviendo a escribir esta ecuacion se obtiene el teorema siguiente.

13
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TEOREMA 14: Integracion por partes

Si uy v son funciones de x y tienen derivadas continuas, entonces:

Iudv= uv—Ivdu

Esta férmula expresa la integral original en términos de otra integral. Dependiendo de la eleccién de uy dv, pue-
de ser méas facil de evaluar la segunda integral que la original. Porque la elecciéon de uy dv es importante en la
integracion por el proceso de partes, se proporcionan las pautas siguientes.

Estrategias para integrar por partes

1. Intentar tomar como dv la porcién mas complicada del integrando que se ajuste a una regla basica de
integracion y como u el factor restante del integrando.

2 Intentar tomar como u la porciéon del integrando cuya derivada es una funcién méas simple que u, y como
dv el factor restante del integrado.

EJEMPLO 1: 1
_ arct du = 5 dx
J.xarc tan xdx Ponemos )% = arctanx N 1+x Asi:
dv = xdx x?
V= dex =—

1 X Pk a2 1 ]! 1
jx arctan xdx = [? arctan x} —— | ——dx = Earctan— EJ(I — jdx =

0

=l£_l[x—arctanx]1 =£——[1——j=;=0,285...
24 2 © 8 2 4 4
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4
21 ACTIVIDAD FORMATIVA N° 1

Aplicacién: Los contenidos de apoyo para el desarrollo de la actividad 1 pertenecen a los temas 1y 2 de la Il
unidad

Descarga de un rio

Cuando se estudia el flujo delagua en un canal abierto, como el cauce de un rio, la cantidad deag uaquepasa
a través de una seccidon cruzada por segundo, denominada descarga (Q), resulta de interés. La siguiate
féormula se utiliza para calcular la descarga:

€N VINIL

Q= [ov(b)h(b)db (o)

siendo b ladistancia desde unaorilladel rio al punto donde se miden la profundidad del rio, h(b), y la velocidad
media del perfilde velocidad, v(b). La anchuratotal de la seccién cruzada es B (ver figura).

b

——

0

h(b)

Para calcular la integral de (o), es necesario conocer h(b) y V(b) en cada posicidon b a lo largo de la seccidn
cruzada. En la practica, la seccidon cruzada se divide en un namero finito de subintervalos, y se toman medidas
de v y de h, por ejemplo en los extremos derechos de cada subintervalo. La siguiente tabla contieneun
ejemplo de estas medidas. La posicion 0 corresponde a la orilla izquierda y la posicién B = 16 a la orilla
derechadelrio. Las unidades de posicion y de h son metros, y las de v metros por segundo.

Posicion h v
0 0 0
1 0,28 0,172
3 0,76 0,213
5 1,34 0,230
7 1,57 0,256
9 1,42 0,241
11 1,21 0,206
13 0,83 0,187
15 0,42 0,116
16 0 0

Aproxime la integral de (o) por una semana de Riemann utilizando las posiciones de la tabla y calcule la
descarga aproximada utilizando los datos de dicha tabla.

Fuente: Neuhauser C. (2004). Matematicas para ciencias (2da. ed.). Madrid, Espafa: Editorial Pearson Prentice Hall.
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N 4
A% GLOSARIO DE LA UNIDAD I

Aproximar: Dar unvalor cercanoaotro. Por ejemplo, podemos aproximar el valor delnimero 77 = 3.141592654...
como 31416 - El simbolo matematico que denota aproximacion es: =

Continua: Del latin continuus, continto; derivado de continere, mantener unido. Una funcién real de variable real
y=f(x) es continua en a siy sélo si =f(a). La funcién f es continua en un intervalo abierto (a, b), silo es en
cada uno de sus puntos y en uno cerrado [a,b] silo es en (a,b), a la derecha de a y a la izquierda de b.

Integral definida: La integral definida de una funcién V = f(x) es un escalar, definido por:

Donde ay b son los limites de integraciény YV = F(x) es una primitiva de V = f(x)

Formalmente la integral definida se define por el limite:
b ) n
ff(x)dx = ;glgo;f(xi) (b - a)
a = n

Integracién: La integracion de una funcion f(x) consiste en encontrar una funcion diferenciable Y = F(x)
que la derivada de F(x) sea f(x) para toda X en el dominio de f .

e: De lainicial de Euler, matematico suizo, 1707-1783. NUmero base de los logaritmos neperianos o naturales. Es
irracional y trascendente. Lo definiremos como:

o=t 1+4]
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E\]/ AUTOEVALUACION N° 2

Estimado participante: es momento de poder verificar su aprendizaje sobre los temas tratados en esta unidad.
Actue con la maxima responsabilidad y seriedad. Haga el mayor esfuerzo para desarrollar los ejercicios en el
tiempo estimado.

TEMA N° 3

18

Lea con atencion las siguientes afirmaciones. Si la proposicion es verdadera escriba (V), si la proposicion
es falsa escriba (F), luego marque la alternativa que estime correcta.

DSi [£7(x).dx=f(B)= £ (@)errimvieiiiiiiisiisi ()
ii)Si f esintegrable,entonces f escontinua.................................. ( )
iii) SiF'(x) = O,Vx,entoncesF(x) SO, VX i . ( )

3 1 dt
iv) Secumple quej\/t2 +7.dt = —I ............................. ( )
1 3 \/12 +7

a) VFVF
b)VVVF
c) VVFF
d)FFVV

e)VVWW

El valor de la integral

A= I Inx.dx,es :
1

e)In2

Al realizar el cambio de variable u = 3x + 2, en la siguiente integral
i 6x+1
cx+2

Los nuevos limites de integraciéon son:

a0y8



Calculo II
MANUAL AUTOFORMATIVO INTERACTIVO

b)1y7
c)0y?2
d2y8

e)l3yb

Evalle

) x+1,-1<x<0 m
I:If(x).dx,dondef(x): X ,0<x<2 :g>
! 3 ,2<x<4 E
A) 3/4
B) 17/2
C) 5/2
D) -3/5
E)1/6
Hallar

I=ig(x).dx,si j[3f(x)—4g(x)]dx=l8 y j.f(x).dx=4

A) 18/2
B) 15/2
C) 17/2
D) 5/2
E)1/2

Al evaluar la integral:

3 7 .
Jtan x.sec' x.dx, seobtiene
1

—sech ——S€C7x

lS€C9x + lsec7x +C
9 7

3
—sec’x+=sec'x+C
9 7

lsec"’x —lsec7x +C
9 7

—sec’x —lsec7x +C
9 7
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Al evaluar la integral

Sec* (1 - t)
J'—ng = dt

¢Qué enunciados se deben utilizar?
i) Usar la identidad Sec’u —1= Ctg’x
ii) Usar la identidad Sec’u = Tg”x +1

iii) Hacer dos cambios de variables

iv) Desdoblar Sec* (l—t) por Sec* (l—t).Sec2 (l—t)
A) Sélo i, i y iii

B) Séloi, iy iv

C) Solo i

D) Solojiiiy iv

E) Soloii, iy iv

Para resolver la integral

J‘x.e‘/;.dx

¢Qué enunciados se deben utilizar?

i) Aplicar dos veces la integracion por partes
i) Un cambio de variable

iii) Un buen cambio de variable es ;2 _ .

A) Sélo |

B) Sélo 1y Il
C) Solo Iy 1l
D) Sélo Iy Il

E) Todas
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UNIDAD I

APLICACIONES DE LA INTEGRAL DEFINIDA

ﬁ% DIAGRAMA DE PRESENTACION DE LA UNIDAD |

BIBLIOGRAFIA

@ RESULTADO DE APRENDIZAJE

Al finalizar la unidad el estudiante serd capaz de aplicar las integrales definidas para resolver
problemas de calculo de areas, célculo de volumenes y superficies de revolucién y el célculo de
longitud de arcos.
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[ TEMA N 1

APLICACIONES DE LA INTEGRAL DEFINIDA

1. AREA DE UNA REGION ENTRE DOS CURVAS.

EJEMPLO 1: Una region determinada por dos gréaficas que se intersecan

Encontrar el 4rea de la region comprendida entre las graficas de f(x) = 2-x? y g(x) = x.

TEMAN° 1

Solucion:

En la figura 2.7 se observa que las gréaficas de f y g tienen dos puntos de interseccion. Para encontrar las coor
denadas x de estos puntos, se hace f(x) y (g) iguales y se resuelve para x.

2-x%2 =X igualar f(x) con g(x)

-x>-x +2 =0 escribir en forma general

-(x+2)(x=1) =0 factorizar
Xx==2061 despejar para X
Figura 9
Asi, a =2y b = 1. Porque g(x) & f(x) para todo x en el intervalo [-2; 1], el rectdngulo representativo tiene un area
de:

DA = [f(x)—g(x)] Dx
= [(2—x%)—x] Dx

y el &rea de la regién es:

A= I; [(2-x?) -x] dx = [- %3— %2 + 2><]_12

N[}
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EJEMPLO 2: Curvas que se intersecan en mas de dos puntos
Encontrar el &rea de la regién comprendida entre las gréaficas de
f(x) = 3x3=x>=10x y g(x) =—x? + 2X.

Solucion:

Empezar igualando f(x) y g(x) y resolviendo para x. Asi se obtienen las coordenadas de x en cada punto de inter
seccion de las dos graficas.

3x3x2—10x =—x2 + 2x igualar f(x) a g(x) =
3x%-12x =0  escribir en forma general E
3x(x=2)(x + 2) = 0 factorizar =
x==2;0;2 despejar para x

Asi, las dos gréficas se cortan cuando x =—2; 0y 2. En la figura 2.8 se observa que g(x) < f(x) en el intervalo [- 2;
0]. Sin embargo, las dos graficas cambian en el origen, y f(x) < g(x) en el intervalo [0; 2]. Asi, se necesitan dos
integrales, una para el intervalo [-2; 0] y otra para el intervalo [0; 2].

Figura 10
NOTA: En el ejemplo anterior se observa que se obtiene un resultado incorrecto si se integra de — 2 a 2.

Tal integral produce:

2 2
[ 1500~ gbar dx = [~ (37 - 12x10x=0
-2 2

Si la gréfica de una funciéon de y es una frontera de una regién, a menudo es conveniente usar rectangulos repre-
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sentativos horizontales y encontrar el area integrando en la variable y. En general, para determinar el area entre
dos curvas, se usan:

Donde (x,;y,) y (x,; y,) son los puntos adyacentes de interseccion de las dos curvas implicadas o puntos sobre
las rectas de la frontera especificadas.

EJEMPLO 3: Rectangulos representativos horizontales

Encontrar el 4rea de la region acotada por las gréficas de x = 3—y2y x =y + 1.

TEMAN° 1

Solucion:

Considerar g(x) = 3—y?2y fly) = y + 1

Estas dos curvas se intersecan cuandoy =2 y y = 1, como se muestra en la figura (1).
Porque f(y) < g(x) en este intervalo, se tiene:

AA = [gly)-fy)] Ay = [B-yA)-ly + N Ay

Asi, el drea es:

1
A=f2[ ~(y + 1) dy
1
- 2)d
[, vy
JPRVEIRY: 1
_[? §+2y]_2
1.1 (8 5.
=(g-2+2-(2-2-9
_9
=7

Rectangulos horizontales Rectangulos verticales
(integracion con respecto a y) Fig. 11 (integracién con respecto a x) Fig. 12
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En el ejemplo anterior se observa que integrando con respecto a y se necesita solo una integral.

Si se integran con respecto a X, se necesitaran dos integrales porque la frontera superior habria cambiado en x
= 2, como se muestra en la figura (2).

A=.[12[(x—1)+\/3-x]dx +J.23(\/3—x +y 3-x) dx

= J-Z [X-1+(3-x)"]dx + 2'[3(3-X)1/2] dx
1 )

-
2 _ )32 _ )32 m
=[£-x-(3 X) ]i-Z[(S X) ]2 =
3/2 3/2 =
—e-2-2) (L1 1 o2 -
3 2 3 3
9
)

2. LONGITUD DE ARCO Y SUPERFICIE DE REVOLUCION.

En esta seccién se usan las integrales definidas para encontrar las longitudes de arco de las curvas y las areas
de superficies de revolucion. En ambos casos, un arco (un segmento de una curva) se aproxima por segmentos
de recta cuyas longitudes son dadas por la férmula de la distancia conocida.

Una curva rectificable es aquella que tiene una longitud de arco finita. Se vera que una condiciéon suficiente para
que la gréfica de una funcién f sea rectificable entre (a, f(a)) y (b, f(b)) es que ' sea continua sobre [a; b]. Dicha
funcién es continuamente derivable sobre [a; b], y su grafico en el intervalo [a; b] es una curva suave.

Considerar una funcién y = f(x) tal que es continuamente derivable en el intervalo [a; b]. Se puede aproximar la
grafica de f por n segmentos de recta cuyos puntos terminales son determinados por la particién.

a=Xx,<X <X,<..<X =D
n

como se muestra en la figura (1). Sea x, = x-x-1yy~y, = y-1, se puede aproximar la longitud de la grafica por:

(=X )7 + {y, - y,,)? y = f(x)

S = longitud
. decurva |
deaab.

Fig. 13

Esta aproximacion parece ser mejor al hacer ||| = 0(z —> =) . Asi, la longitud dela gréfica es:
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Porgue f'(x) existe para todo x en (xi—1; xi), el teorema de valor medio garantiza la existencia de ci en (xi—1; xi)
tal que:

Porque f' es continua en [a; b], se tiene que también es continua (y por consiguiente integrable) en
[a; bl lo que implica que:
s M [ e i (eF (Ax)
1A]] -0

i
=J.ab [ 1+ [f (¥)]2 dx

Donde S es llamada la longitud del arco de f entre ay b.

Definicién de longitud de arco

Sea la funcién dada por y = f(x) que representa una curva suave en el intervalo [a; bl.

La longitud del arco de f entre ay b es:

Similarmente, para una curva suave dada por x = gly), la longitud de arco de g entre c y d es:

Porque la definicion de longitud de arco puede aplicarse a una funcién lineal, es posible comprobar que esta
nueva definicién se corresponde con la férmula estdndar de la distancia para la longitud de un segmento de la
recta. Esto se muestra en el ejemplo 1.

EJEMPLO 1: Longitud de un segmento de recta
Encontrar la longitud de arco de (x,; y,) a (x,; y,) en la gréfica de f(x) = mx + b, como se muestra en la figura:
Solucién:

Porque



se tiene

que es la férmula para la distancia entre dos puntos en el plano.

Ejemplo 2: Calculo de la longitud de arco.

Encontrar la longitud de arco de:

Figura 14
en el intervalo [1/2; 2], como se muestra en la figura n° 14.

Solucion:

Usando

Calculo II
MANUAL AUTOFORMATIVO INTERACTIVO

l N VIN3L
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se tiene una longitud de arco de:

TEMAN° 1

EJEMPLO 3: Calculo de la longitud de arco

Encontrar la longitud de arco del (y=1)® = x2 en el intervalo de [0; 8] como se muestra en la figura 2.9:
Solucion:

Empezar resolviendo para x en términos y: x = = (y—1)3. Eligiendo el valor positivo de x produce:

El intervalo x [0; 8] corresponde al intervalo y [1; 5] y la longitud de arco es:

Figura 15
EJEMPLO 4: Calculo de la longitud de arco
Encontrar la longitud de arco de y = In(cosx) de x = 0 para x = T/4 como se muestra en la figura n° 16:
Solucion:

Usando

dy _ senx

-1 = = —tanx
dx COS X

88 Figura 16
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se tiene una longitud de arco de:

l N VIN3L

Fuente: En Célulo Integral, por Larson, Hostetler & Edwards, 2009.

3. CALCULO DE VOLUMENES POR EL METODO DE LOS DISCOS, ARANDELAS (ANILLOS) Y
LAS CAPAS.

“\JOLUMEN DE UN SOLIDO DE REVOLUCION”

Sélido de revolucién es el que se obtiene al girar una region del plano alrededor de una recta del plano llamada
eje de revolucion.

®)

Figura 17 Figura 18
(VOLUMEN DE UN SOLIDO DE REVOLUCION: Aquiles Paramo Fonseca. Colombia—-Junio, 2004)
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METODOS PARA EL CALCULO DE VOLUMEN

1. METODO DEL DISCO

Figura 19 Figura 20
(METODO DEL DISCO: Aquiles Paramo Fonseca. Colombia-Junio, 2004)
2
TEOREMA 15: AV, =z f(x, )] Ax,

Sea funa funcién continua en el intervalo [a, bl y fix) > 0 en [a, b]. El volumen del sélido obtenido al girar alrededor
del eje X la region limitada por la curva y= f(x), las rectas x=a, x=b vy el eje X es:

V= lim Y 2l /(x)F A,

n[ 1P dx
Ejemplo:

Calcule el volumen del sélido generado al rotar alrededor del eje X la regién acotada por la curva y = x? y las
rectasx=1,x=2,y=0.

Figura 21



Calculo II
MANUAL AUTOFORMATIVO INTERACTIVO

2. METODO DE LA ARANDELA

Cuando la regién a girar esté limitada por dos funciones fix) y g(x) continuas en [a, b], las rectas x=a y x=Db.

l oN VIN3L

Figura 22 Figura 23
Fuente: Método de la arandela. Aquiles Paramo Fonseca. Colombia—Junio, 2004

TEOREMA 16: AV, =r ([f(x)]2 - [g(x)]2 )Axl.

Sean fy g dos funciones continuas en [a, b] tales que f(x) > g(x) para toda x en [a, b]. El volumen del sdlido ge-
nerado al rotar alrededor del eje X la regién limitada por f(x), g(x) y las rectas x=ay x=b sera:

Vo= hfiz n(L/ ()T~ [g(x)I") Ax,

A (/O ~[g(P) d
Ejemplo 1:

Calcule el volumen del sélido generado al girar alrededor del eje X la region acotada por la pardbolay = x2 + 1y
larectay =x + 3.

Figura 24
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Ejemplo 2:

2,4

Interval of integration

Figura 25 Figura 26

3. METODO DE CASQUETES CILINDRICOS

Introduccion: Cebollas y troncos de madera.

El método que se explica en esta parte, el de los casquetes cilindricos, proporciona una forma alternativa de cal-
cular volumenes de sélidos de revolucion. En ciertos casos es el Unico método viable porque el de las secciones
transversales puede resultar a veces dificil de aplicar o no puede aplicarse en absoluto.

Piénsese, por ejemplo, en el problema de hallar el volumen del sélido de revolucién que se genera al hacer girar
sobre el eje y la regién que estd comprendida, en el primer cuadrante, entre lacurvay = —x + 4xX? - 3x+ 1yla

vertical x = 3.

Figura 27 \olimenes por casquetes cilindricos. Aquiles Paramo Fonseca. Bogota, Colombia, 2004.

A primera vista puede parecer que el método méas adecuado para este célculo consiste en hacer repetidas sec-
ciones transversales horizontales del sélido —tajarlo por decirlo asi— y en integrar luego los volimenes de todos
los trozos. Sin embargo, se presentan varias dificultades. La primera estd en que las secciones transversales
son, en unas zonas del sélido, discos completos y, en otras, arandelas, es decir, discos con hueco. Esto conduce
a tener que dividir la regién de integracion en varias subregiones, lo que resulta algo engorroso. Pero por otra
parte, para plantear la integral es necesario expresar tanto el radio de los discos como el radio interior y exterior
de las arandelas en funcion de la variable y, lo que no es facil de lograr en este caso:



Calculo II
MANUAL AUTOFORMATIVO INTERACTIVO

e

":"“.1".11.*.'5"*.1'4HI-
.?,\ e d .h_’. 1

disco

Figura 28. VolUmenes por casquetes cilindricos. Aquiles Paramo Fonseca.Bdgota. Colombia—Junio, 2004.

En cambio, el método de los casquetes cilindricos funciona muy bien en esta situacion. Basicamente consiste
en dividir el sélido de revolucion en una serie de casquetes cilindricos que se incrustan unos dentro de otros y
en integrar luego los volumenes de estos casquetes para obtener el volumen total. En la Figura 29, se puede
ver como se van agregando y se van retirando sucesivamente estos elementos y como se produce el sélido
de revolucién. Es por esto por lo que a este método se le conoce también como el método de las “capas’ las
“envolturas’ las “envolventes” o los “cascarones” cilindricos.

Figura 29. Célculo de volumenes mediante el método de casquetes cilindricos. Aquiles Pdramo Fonseca. Bogota.Colombia—
Junio, 2004

Pero antes de entrar en detalles es importante entender bien la estructura geométrica que esta involucrada en
este método. Quizas resulte Util pensar en objetos cotidianos que presentan la misma configuracion.. El pri-
mero que viene a la mente es posiblemente un trozo de cebolla pues es bien conocido el hecho de que en su
interior los tejidos de un trozo de este vegetal estan dispuestos en una serie de capas méas o menos cilindricas
que, cuando se cortan transversalmente y se sirven en las ensaladas, forman los caracteristicos «anillos» de la
cebolla (Figura 30).

Figura 30. Las cebollas en el interior estan formadas por capas cilindricas.

l N VIN3L
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También puede resultar Gtil pensar en la estructura interna de un tronco de arbol pues ésta consiste en una serie
de casquetes, hechos de distintas clases de madera, aproximadamente cilindricos, que en los cortes transver
sales se ven como una serie de anillos de diferente color (Figura 31).

Figura 31 El tronco en el interior esta formado por capas cilindricas

TEMAN° 1

Planteamiento general

El método de los casquetes cilindricos.
Para comenzar a entender en detalle el método de los casquetes cilindricos debemos establecer como calcular el volumen

V' de un casquete cilindrico de altura h cuyo radio interior es r, y cuyo radio exterior es r, como el que aparece en la Figura
4. Naturalmente procedemos restando el volumen V1 del cilindro interior al volumen V2 del cilindro exterior, asi:

Ly

=Ary —r' VA
= Ary +r ) —n)h

_ zn(’"ﬂ ;”"1](;3 —r)k

I

Figura 32. Célculo de volumenes mediante el método de casquetes cilindricos.

En esta expresion podemos reconocer varias cosas. Si ponemos r = 1/2 (r, + r,), el radio medio de los cilindros,
y si ponemos Ar= r, — r,, el grosor del casquete cilindrico, entonces podemos expresar el volumen Vde la forma

siguiente:

Vo= 2arh by

Esta expresion puede recordarse facilimente si se piensa en que el casquete cilindrico se abre y se aplana con-
virtiéndose en un caja rectangular de escaso grosor como lo muestra la Figura 33.
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l oN VIN3L

Figura 33

Ahora bien, consideremos el problema general de hallar el volumen del sélido de revolucién que se genera al ha-
cer girar alrededor del eje y la region que estéd comprendida entre la curva y = fix), con f(x) > 0, el eje x, es decir,
la recta horizontal y = 0y las rectas verticales x = ay x = b, donde 0 <a<b. La regién aparece representada en
la 34 y el sélido de revolucién que engendra en la Figura 35.

x=a x=5b
Figura 34 figura 35
Fuente: Volimenes por casquetes cilindricos: Aquiles Paramo Fonseca. Bégota.Colombia—Junio, 2004.

Dividamos el intervalo [a, bl en nsubintervalos [x, ,, x], todos con el mismo ancho: Ax = (b - a) / n. Sea x* el
punto medio del Fésimosubintervalo. Consideremos el rectangulo R, construido sobre el ~ésimosubintervalo
con una altura de f (x;*) y hagamoslo girar en torno del eje y. Entonces se produce un casquete cilindrico que
tiene como radio medio x.*, como altura 7 (x*) y cuyo grosor es Ax = x._, — x. (Véase figura 36). Por lo tanto, el

!

volumen V, de este casquete cilindrico esta dado por:

V= (27%) £ (%) bx

Para obtener un calculo aproximado del volumen total del sélido de revolucién debemos poner n casquetes
cilindricos de éstos, unos dentro de los otros, como lo ilustra la Figura 37 y después sumar los volumenes de
todos ellos:

Vwife;:i](m*mmm
il

i=l
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Se puede probar que esta aproximacién serd mejor entre mas grande sea n, el nUmero de casquetes cilindricos.
Por eso, se puede poner:

] A
V:}!LmZ(zﬁa*) Fix "‘Jﬂtx=_|. 27x f(x) dx
iml e

Y de esta manera hemos llegado a formular una regla general para el célculo de volimenes con el método de los
casquetes cilindricos. Es la siguiente:

Regla general: El volumen del sélido de revolucion que se genera al hacer girar alrededor del eje y la region que
estd comprendida entre la curva y = fix), con fix) > 0, el eje xy las rectas verticales x = ay x = b, donde 0 <a<b,
esta dado por la integral:

3
V:J. 2rrx fix)dx

Figura 36 Figura 37
Ejemplo 1

Volvamos al problema planteado al comienzo de esta pdgina, el de hallar el volumen del sélido de revolucién que
se genera al hacer girar sobre el eje y la region comprendida, en el primer cuadrante, entre la curva y = —x® + 4x°
- 3x+ 1y lavertical x = 3. Como los sefialamos en la introduccién, este volumen no puede calcularse facilimente
con el método de las secciones transversales pero si con el método de los casquetes cilindricos. En este caso
la regidn que gira esta delimitada por la curva fix) = —x¢ + 4x*> — 3x + 1, por el eje xy por las rectas verticales x
=0y x = 3. La altura de los casquetes cilindricos varia de acuerdo a la funcién fix) como lo muestra la Figura 38
y por eso, la integral para el volumen es:

.3
2mx findr=2m| x(-x +4x° = 3x+1dx
1] 40

.3
=or| (244 -3 0 dx

a0

- 2 3
=27 —£+x4—f+x— s
B 2],

Figura 38
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Es aquella integral donde no se cumple alguno de los requisitos que se verifican en las integrales vistas hasta

ahora o propias, es decir, donde el intervalo de integracién no es acotado.
Se tiene 2 casos
Integrales impropias de intervalo no acotado.

Integrales impropias de funcién no acotada.

1. Integrales impropias de intervalo no acotado:

¢ .N VINIL

1 jw F(x)dx
2. [

3 [ fx

Donde f(x) esté acotada.

El modo de resolverlas es:

1 [ f@de=Lim,,, [/ £
2. jw f(xX)dx=Lim, . j F(x)dx
3. [ fdv=

=Lim, Jj f(x)dx + Lim, , J‘” f(x)dx

2. Integrales impropias de funcion no acotada.

b
L S (x)dx Dzofwde en algun punto del intervalo [a, b] la funcién no esté acotada.

—dx
Ejemplo Jo

Modo de resolverlas:

Si no estéd acotada en el extremo inferior:
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b
Lim,.,, [ f(x)dx
u
Si no estd acotada en el extremo superior:
u
Ll'meJ- J(x)dx
a

Si no estd acotada en algun punto intermedio ¢, bastara con separar el intervalo en dos por ese punto c:

I:f (¥)dx = [ f(x)dr+ L” £(x)dx

UNA INTEGRAL IMPROPIA SERA CONVERGENTE CUANDO EL LIMITE SEA FINITO
UNA INTEGRAL IMPROPIA SERA DIVERGENTE CUANDO EL LIMITE SEA INFINITO

Ejemplos:
1. Integral impropia de intervalo no acotado
J 3e " dx =Lim Iu 3edx=3lim_._(—e™ +1) = Comprobamos que es convergente.
0 u—w ), U—>0
300+1)=3

2. Integral impropia de intervalo no acotado

o 3x

J‘ —dx

0 x"+1

. u X 3. u 2X
3lim, J. ——dx = —lim, , I ———dx=
0 x”+1 2 0 x°+1
3. u
E hmu—>oo[ln(x2 + 1)]0 =

3 ) 3o
Ehmm[ln(;,, +l)—ln(l)]—2( 0)

Divergente 4

3 integral impropia de funcion no acotada: L
' dv tim_ [(=3)2 dx = lim, | T =
_L i3 x -lim, L(x— )2 dx= 43 T =

2 4

Zlima_){(x—3);} = 2{(}6 -3)* - 0} =2

a

Convergente.

Enlaces:

https://www.youtube.com/watch?v=1Jv77h8PGYc
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LECTURA SELECCIONADA N° 1

Calculo II
MANUAL AUTOFORMATIVO INTERACTIVO

“"Area”

Larson, R., Hostetler R. & Edwards B. (2009). Calculo integral. México D.F.: Mc Graw Hill. Pag. 86.

n la geometria euclideana, el tipo mas simple

de region plana es un rectangulo. Aunque la

gente a menudo afirma que la formula para el
area de un rectangulo es A = bh, como se muestra en
la figura n° 39, resulta mas apropiado decir que ésta
es la definicién del area de un rectangulo.

Rectangulo 4 =5
Figura 1

De esta definicién, se puede deducir férmulas para
areas de muchas otras regiones planas. Por ejemplo,
para determinar el drea de un tridngulo, se puede
formar un rectédngulo cuya area es dos veces la del
triangulo, como se indica en la figura 40.

A=—bh

N | —

Triangulo A =
Figura 2

Una vez que se sabe cdmo encontrar el drea de un
triangulo, se puede determinar el area de cualquier
poligono subdividiéndolo en regiones triangulares,
como se ilustra en la figura 3.3.

Paralelogramo Hexagono Poligono

Figura 3

Hallar las &reas de regiones diferentes a las de los
poligonos es mas dificil. Los antiguos griegos fueron
capaces de determinar férmulas para las areas de
algunas regiones generales (principalmente aquellas
delimitadas por cénicas) mediante el método de ex-
haucién. La descripcion mas clara de este método la
hizo Arquimedes. En esencia, el método es un proce-
so de limites en el que el &rea se encierra entre dos
poligonos (uno inscrito en la regién y otro circunscrito
alrededor de la region).

Por ejemplo, en la figura 41 el 4rea de una region cir
cular se aproxima mediante un poligono inscrito de n
lados y un poligono circunscrito de n lados. Para cada
valor de n el drea del poligono inscrito es menor que
el area del circulo, yu el &rea del poligono circunscrito
es mayor que el area del circulo. Ademas, a medida
gue n aumenta, las areas de ambos poligonos van
siendo cada vez mejores aproximaciones al area del
circulo.

El método de exhaucion para determinar el drea de
una regién circular

El area de una region plana

Recordar que los origenes del calculo estan relacio-
nados con dos problemas clasicos: el problema de la
recta tangente vy el problema del area. En el ejemplo
3 se inicia la investigacién del problema del area.

EJEMPLO 3 Aproximacion del area de una region plana

Emplear los cinco rectédngulos de la figura 42 a) y b)
para determinar dos aproximaciones del area de la
region que se encuentra entre la grafica de

¢ .N VINIL
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f(x)=x"+5

yeleexentrex=0yx=2
Solucién

a) Los puntos terminales de la derecha de los cin-
co intervalos son 2, donde i=1, 2, 3, 4, 5. El
5

ancho de cada rectangulo es 2, y la altura de
5

cada rectangulo se puede obtener al hallar fen
el punto terminal derecho de cada intervalo.

o2 3R EE T
511575]15°5)15°5) 575
0 T 0 T 0

Evaluar f en los puntos terminales de la derecha de estos intervalos

La suma de las areas de los cinco rectangulos es

Altura  Acho
s a2 & (2 2) 162
) )
2= =] 45| 2| ====8,08
A6 5)-
Como cada uno de los cinco rectangulos se encuen-

tra dentro de la region parabdlica, se concluye que el
area de la region parabdlica es mayor que 6,48.

Figura 4

El area de una region parabdlica es mayor que el area
de los rectangulos

b) Los puntos ter@p_alljes izquierdos de los cinco
intervalos son 3 ,dondei=1,2 3, 4, 6El

2
ancho de cada rectangulo es 5 vy la altura de
cada uno puede obtenerse evaluando f en el
punto terminal izquierdo de cada intervalo.

Altura  Acho
s N2 & 2\ 2\ 162

. 1 1

22N A= 5] 2 |=—==8,08
S 3)E-5E) |35

Debido a que la regién parabdlica se encuentra conte-
nida en la unién de las cinco regiones rectangulares,
es posible concluir que el area de la regidon parabdlica
es menor que 8.08

Figura b

El &rea de la regién parabdlica es menor que el area
de los rectéangulos

Figura 43

Combinando los resultados de los apartados a) y b),
es posible concluir que

6,48 < (Area de la region) < 8,08.

NOTA Al incrementar el nimero de rectéangulos utili-
zados en el ejemplo 3, se pueden obtener apoxima-
ciones mas y mas cercanas al area de la regién. Por
ejemplo, al utilizar 25 rectangulos, cda uno de ancho
2, puede concluirse que

25

717 < (Area de la region) < 7.49.
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4
21 ACTIVIDAD FORMATIVA N.° 2

e Aplicacion: A continuacién se da una breve resena sobre los puntos de equilibrio.

Lee atentamente y sigue los pasos indicados en la lectura.

Puntos de equilibrio

El centro de gravedad de un cuerpo fisico es el punto que se encuentra en el centro de su distribida de
peso. Los equilibristas tratan de mantener la vertical que pasa por su centro de gravedad dentro de su basey
de este modo mantener el equilibrio; un ejemplo muy conocido de esto lo muestra la famosa torre dePisa:
como la vertical que pasa por el centro de gravedad delatorre caedentro desu base, latorreper maneceen
equilibrio; de lo contrario caeria.

En varios problemas de ingenieria es necesario conocer el centro de gravedad de figuras geométricas
basicas. En esta actividad investigaran los centros de gravedad de figuras, como tridangulos, rectagulos,
sectores parabdlicos, cuadrantes circulares, etc.

Para hallar el centro de gravedad de una regidon plana como la que te mostramos deberas ejecutar los
siguientes pasos:

¢ .N VINIL

1. Hallarelareadelaregion. Y
y = f(x)

2. Calculalaintegral j:xf(x)dx /\/
|

3. Calculaxdividiendo el valor hallado en (2) entre el érea de laregion.

|
| |
| |
| |
1 (be2 I !
. 1 X
4. Calcular laintegral 3 jaf (x)dx - -
5. Calculaydividiendo el valor hallado en (4) entre el dreadelaregion.
6. Elcentro degravedad delaregion (referido al sistema de referencia mostrado) es: (x, y).
Utiliza estos pasos con tus estos pasos con tus compafieros para calcular los centros de gravedad ths
figuras geométricas que te mostramos; realicen una adecuada division del trabajo y comprueben sus

resultados, con un libro de mecanica o de resistencia de materiales. Redacten un pequefio informe ac ercadel
uso delos centros de gravedad en lahgenieria.

y y y
V]
parabola
circunferencia
h
h ra
r v: vertice
X X X
b —b—
Yy y y
y = senx
B y=x3 h
I
b
| X X X
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A% GLOSARIO DE LA UNIDAD I

A

Area: Medida de la superficie que cubre un cuerpo o figura geométrica. Sus unidades se miden en unidades cua-
dradas, también denomindas de superficie, como centimetros cuadrados (em?), metros cuadrados (m? ), etc.

Area superficial: Medida del tamafo de una superficie.

Ejemplo: El area de superficie de un cubo es 6><(longitud delbora’e)2

Longitud de curva: En matematica, la longitud de arco, también llamada rectificacién de una curva, es la medida
de la distancia o camino recorrido a lo largo de una curva o dimension lineal. Histéricamente, ha sido dificil deter
minar esta longitud en segmentos irregulares; aunque fueron usados varios métodos para curvas especificas, la
llegada del célculo trajo consigo la féormula general para obtener soluciones cerradas para algunos casos.

szi,/1+[f'(x)]2dx

S

Solido de revolucién: Se denomina sélido de revolucién o volumen de revolucion, al sélido obtenido al rotar una
region del plano alrededor de una recta ubicada en el mismo, las cuales pueden o no cruzarse. Dicha recta se
denomina eje de revolucién. Sea f una funciéon continua y positiva en el intervalo [a,b]
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Volumen: Espacio que ocupa un cuerpo. Sus unidades se miden en litros, o unidades de longitud cubicas, como
metro cubico (m3).

r@ BIBLIOGRAFA DE LA UNIDAD Ill

BASICA

Larson, R. & Bruce, E. (2016). Célculo (10ma ed.). México, D.F.: Cengage Learning.
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E]/ AUTOEVALUACION N° 3

Estimado participante: es momento de poder verificar su aprendizaje sobre los temas tratados en esta unidad.
Actue con la maxima responsabilidad y seriedad. Haga el mayor esfuerzo para desarrollar los ejercicios en el
tiempo estimado.

1. La funcion posicion de un objeto que se mueve sobre una recta de coordenadas es s(t) = t? — 6t, donde s
se mide en centimetros y t en segundos. Encuentre la distancia recorrida en el intervalo de tiempo [ 0, 9 ]

adbm
b)55 cm
c)65m
d)45 cm

e)3b cm

2
2. Encuentre el drea total acotada por la grafica de Y=+ 2x y el eje X sobre el intervalo [- 2, 2]

3. Una pelota de tenis se lanza verticalmente hacia abajo desde una altura de 54 pies con una velocidad inicial
de 8 pies/s. ;Cudl es la velocidad de impacto si la pelota golpea en la cabeza a una persona de 6 pies de
estatura?

A) -45 pies/s
B) -36 pies/s
C) -56 pies/s
D) -25 pies/s

E) -75 pies/s
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Calcule el volumen del sélido generado al rotar alrededor del eje X la regién acotada por la curvay = x? y
lasrectasx =1,x=2,y=0.

y /
A) 5.51 4l /
B) 6m 3
C) 9m 2/
D) 24m/5 1 /
E) 31m/5 -1 1 2 3
-1

Encontrar el drea de la superficie formada al girar la grafica de f (x) = x? en el intervalo [O,\/E] alrededor
del ejeY

A) 16m/3
B) 25m/4
C) 13n/3
D) 7n/3

E) 35m/4

Calcule el area encerrada por la pardbolay = x> + Ty larectay=x+ 3

Encuentre el drea acotada por las gréficas y = \/; yy =x’
a)9/2

b)1/3

c)7/2

d)17/4

e)b/2

¢.NVINIL
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8. Hallar el volumen del paraboloide de revolucion que se genera al rotar la ecuacion de la parabola en su
forma candnica con eje focal el eje "y si el radio de su base es “R" y su altura es "H"
H+R’
AV=r
2
B) y = 5 1R
2
H/R
QV =
2
o~ 2
= D yV=nrn H-R
< 2
= 2
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UNIDAD IV

“LAS INTEGRALES MULTIPLES”

é_j;% DIAGRAMA DE PRESENTACION DE LA UNIDAD IV

BIBLIOGRAFIA

e RESULTADO DE APRENDIZAJE

Al finalizar la unidad el estudiante sera capaz de calcular centroides, centro de masa y momentos
de inercia en sélidos, utilizando Integrales dobles v triples, sus teoremas y corolarios.
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TEMA N° 1: Integrales Dobles:
H Definicion de la integral doble.
H calculo de una integral doble.

E Cambio de variables en las integrales
Dobles: Teorema y Corolarios.

4] Integrales Dobles en coordenadas
Polares.

TEMA N° 2: Integrales Triples:
H Definicion.
H Calculo de integrales triples.

TEMA N° 3: Aplicaciones

Kl Cambio de variables en integrales
triples.

H Coordenadas cilindricas y
coordenadas esféricas.

E Momentos de Regiones Planas.
Centroides y el Teorema de Pappus.

B Centro de Masa y Momentos de
Inercia en solidos.

°Videos:

Tema n® 1
Integrales dobles

Resuelve integrales Dobles.

Aplica el cambio de variable en las
integrales dobles

Resuelve integrales dobles en
coordenadas polares.

Resuelve Integrales Triples mediante
integrales iteradas.

Aplica el cambio de variable en el
célculo de integrales triples.

Aplica las integrales multiples en
el calculo de centroides, centro de
masa y momentos de inercia en
sélidos.

https://www.youtube.com/watch?v=9gh8UAuuCVY (definicién didactica)

https://www.youtube.com/watch?v=hHJzmjkVVs8 (ejemplo)

Tema n°® 2
Integrales triples

https://www.youtube.com/watch?v=G5nwF2hibX4 (ejemplo)

Teman® 3
Aplicaciones

https://www.youtube.com/watch?v=RuAy6tQ0zcc (ejemplo de coordenadas esfericas)

https://www.youtube.com/watch?v=xOsGfaACbNQ (ejemplo de coordenadas cilindricas)

Diapositivas elaboradas por el docente:

Lectura complementaria:

Lectura seleccionada 1: “Arquimedes, Bernoulli. El mundo mégico de las espirales”

Fuente: Curvas con historia. Recuperado de http://platea.pntic.mec.es/~aperez4/curvashistoria.pdf el 26 de marzo de 2016.

e Desarrolla una actitud positiva a los
nuevos conocimientos y métodos
de solucién de integrales dobles y
triples.

e Demuestra responsabilidad, trabaja
en equipo.

* Respeta alos demas y es
tolerante frente a la diferencia de
procedimientos para resolver un
mismo problema de integrales
multiples.

e Muestra interés por superarse y
proponer nuevos criterios para
realizar los ejercicios del célculo
integral.
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Calculo II
MANUAL AUTOFORMATIVO INTERACTIVO

Recordemos una integral simple donde X es tomado como una constante (nimero)
Ejemplo 1. Integracion respecto a y

Se pide evaluar I(zxzy’z + Zy)dy

2

Solucién:
" "

" n
Considerandoa *  constante se integra con respecto a y de manera que se obtiene:

2 X
J (2x2y_2+2y)dy={ 2yx +y2}

2
_ 2 _ 2
[ e +x2j—[ 2 +22J
X 2

2x? —2x—4

n n
Aqui podemos observar, que la integral define una funcién de X

l oN VIN3L

1. DEFINICION DE INTEGRAL DOBLE:

Sea F una regién de area A del plano “xy’ F incluye su frontera (Region Cerrada).

uo_n

Supongamos que hay “n” de tales rectangulos y los designamos conr,, r,....r

pr tgreelpe

et

Subdividimos al plano “xy"” en rectangulos mediante rectas paralelas a los ejes de coordenadas (figura 1).

Partiendo de algun lugar conveniente (tal como el extremo superior izquierdo de F), numeramos sistematica-
mente todos los rectdngulos que estan dentro de F

N
/1

T TS

\ - |/

Figura 39
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Utilizamos los simbolos A (r,), A (r,),..., A (r) para las areas de estos rectangulos.

El conjunto de los n rectangulos {r,, r,,..., 1 } se llama una SUBDIVISION A de F.

La NORMA de la subdivisién que generalmente se indica con || All, es la longitud de la diagonal del mayor rec-

tangulo de la subdivision A.
Supongamos que z = f(x, y) es una funcién definida para todo (x, y) de la regién F

La definicion para la INTEGRAL DOBLE de f SOBRE LA REGION F es analoga a la definiciéon de integrales para
funciones de una variable. Elegimos un punto arbitrario en cada uno de los rectdngulos de la subdivisionA, de-
signando las coordenadas del punto en el rectangulo r, con (§,,n). Ahora formamos la suma: f(€,, n,). Alr,) + f(,,
n,). Alr) + ... + f(€ , n ). Alr ) en forma general

> F(E.n) A

Esta suma es una aproximacion a la integral doble que definiremos; y se denomina “SUMA INTEGRAL"

Las sumas tales como (1) pueden formarse para subdivisiones con cualquier Norma positiva y con el iésimo
punto (§, n) elegido en forma arbitraria en el rectangulo r.

DEFINICION

n
Un ntmero L es el limite de las sumas del tipo (1) lAirI& D fEMAM=L S dado un £ > 0;35 >0/
V=1

[Z;f@i’ni) A(t)—L}< e para toda subdivision A con || A ||l < &y para todas las elecciones posibles de los

puntos (&, n) en los rectangulos r. Puede demostrarse que si el numero L existe entonces debe ser unico.
DEFINICION

Si f esté definida en una region F y el nimero L, definido anteriormente, existe, decimos que f es INTEGRABLE
SOBRE F, y escribimos: [ [ f(x,y). dA

A estd expresion la llamaremos también INTEGRAL DOBLE DE f SOBRE F. La integral doble tiene una inter
pretacion geométrica como volumen de un soélido. Efectivamente cada término de la sumatoria (1) representa el
volumen de un cuerpo elemental de base (r) y altura h = f(§,n).

Siendo z= f(x,y) una funcién continua en el dominio cerrado representado por la REGION F,. la sumatoria (1)
tiene un limite si la diagonal maxima de Ar, tiende a cero con n tendiendo a infinito. Siendo este limite siempre
el mismo, cualquiera sea el modo de la division del dominio de los elementos Ar, y la seleccion del punto de
coordenadas (£, n) en los dominios parciales Ar..

Este limite se llama integral doble de la funcién f(x,y) sobre F y si f(x,y) = 0, la integral doble es igual al volumen
del cuerpo limitado por la superficie z = f(x,y), el plano z = 0 y la superficie cuyas generatrices son paralelas al
eje 0z a través de la frontera de F. (fig.40)



V(s) =[], f(x,y). dA Siendo V(s) el volumen del sélido definido por (x,y) € F A 0 <z < f(x,y)

.-""....—- ..."'
—/.>'_,.3 ------ (&, 1)
o
E B
. .-
S . A
o A I )
= s Fi
T L -
~—— =
Figura 40

Ejemplo: La integral de una integral

Se pide evaluar la siguiente integral:

I

I(szy_z + 2y)dy} dx

Si utilizamos el resultado del ejemplo introductorio se tiene:

_[(2x2y_2 +2y)dy}dx = j(sz —2x—4)dx =
1

I

(53

PROPIEDADES DE LA INTEGRAL DOBLE

Enunciaremos varias propiedades de las integrales dobles en analogia con las propiedades de la integral definida

de funciones de una variable.

TEOREMA

Sices un numero y f es integrable sobre una region cerrada F, entonces c.f es integrable vy:

[ c.fix,y).dA = c.f], f(x,y).dA

TEOREMA

Sify g son integrables sobre una region cerrada F, entonces:

I [fxy) + g yIdA = [f fix,y).dA + [ [, gix,y).dA

Calculo II
MANUAL AUTOFORMATIVO INTERACTIVO
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El resultado de este teorema se puede extender a cualquier nimero finito de funciones integrables.
Las demostraciones de los teoremas anteriores resultan directamente de la definicién.
TEOREMA

Supongamos que f es integrable sobre una regién cerrada F y m < f(x,y) < M V (x,y) € F entonces si A(F) designa
el drea de la region F tenemos: m . A(F) < [, f(x,y).dA <M . A(F)

TEOREMA

Sify g son integrables sobre Fy f(x,y) < g(x,y) V (x,y) € F, entonces
[ fixy).dA <[], glx,y).dA

TEOREMA

Si se hace una particion de la region cerrada F en las regiones F, y F,; esdecirF, nF, =0y F, UF, =Fysiflxy)
es continua en F se tiene: [ [, f(x,y).dA = [ [ f(x,y).dA + [ [ f(x,y).dA

La definicién de integral doble no es muy Util para la evaluacién en cualquier caso particular.

Naturalmente, puede suceder que la funcién f(x,y) y la region F sean simples, de manera que el limite de la suma
(1) pueda calcularse directamente. Sin embargo, en general no se pueden determinar tales limites.

Como en el caso de las integrales ordinarias y curvilineas, conviene desarrollar métodos simples y de rutina para
determinar el valor de una integral doble dada.

Sea F en rectangulo cuyos lados sonx=a, x=b,y=c,y=d.

b
Suponemos que z = f(x,y) es continua en cada (x,y) € F Formemos la integral simple con respecto a xj f(X,y).dX
donde se mantiene fijo_y al realizar la integracion. a

Naturalmente, el valor de la integral anterior dependera del valor utilizado para y o sea que podemos escribir:

b
A(y) =] f(x.p)dx
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La funcién Aly) esté definida para ¢ <y < dy se puede demostrar que si f(x,y) es continua en F entonces Aly) es
continua en [c,d].

z z=1{x¥)
2 g
: / A(Y)
-
m
=S
>
0 =
/ by -
' y=d
/ ‘;"; _a"l
x—=a 7 4
X F
x=h
Figura 41
d dp¢b
Se puede calcular la integral de Aly) J-c A(y)dy = L [L f(x,y).dx]dy (2)
d
Podriamos haber fijado primero x, luego formar la integral B(x) :,[C fx, y)'dy entonces

I: B(x).dx = J': | J‘Cd F(x,y).dy Jax

Obsérvese que las integrales se calculan sucesivamente por lo que reciben el nombre de:
INTEGRALES ITERADAS.

En (2) integramos primero con respecto a x (considerando y constante) y luego con respecto a y; en (3) integra-
mos utilizando un orden inverso.

Se pueden definir las integrales iteradas sobre regiones F limitadas por curvas.

Esta situacién es mas complicada que la que hemos visto.

4 0fx)

Pix)

Figura 42
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Consideremos una region F (ver figuras) donde la frontera esta formada por las rectas x =a, x =b,y =p_, y=q
w Conp,, < q, paraa<x<b. Definimos .b q) donde primero integramos (para x fijo) desde la
[ F(x,y)dy.dx
aJpx
curva inferior hasta la superior, es decir a lo largo de un segmento tipico. Luego integramos con respecto a x
desde a hasta b. Con mayor generalidad se puede definir las integrales iteradas sobre una regién F, integrando

primero respecto de y tenemos b qx) integrando respecto de x serd ¢d ¢S(y)
f(x,y).dx.d
[, Ip(x)f(x,y).dy.dx Je I, fOxy)dxdy

EJEMPLO

Dada la funcion f(x,y) = x.y la region triangular F limitada por las rectas y = 0, y = 2%, x = 2, hallar los valores de
ambas integrales iteradas. Integrando respecto a y primero tenemos:

J.(? 02 xx. v.dx.dy = Jﬁ{x%}

2x 2 4 2
dx=2.xdx= X =8
0 2

0 0

Figura 43
Integrando en x tendremos:
2 2 y4 4
IO jy/zx.y.dx.dy='[0 y7 dy=j0 [2y—(y /8)].dy= y 3 =16-8=8
z 0
2
¥
y=4 (2.4)
It =y
2 Sw=2
0 - -

Figura 44

No es coincidencia que las dos integrales tengan el mismo valor. El siguiente teorema describe esta situacion.
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TEOREMA

Supongamos que F es una region cerrada que consta de todo (x,y) /a<x<b, p, <y <(q, donde py g son con-
tinuasyp,, <d, paraa<x<b.

b +qx)
Suponemos que f(x,y) es continua en (x,y) de F. Entonces: IFI f(x,y).dA = _L jp( ) f(x,y)dy.dx

El resultado vale si la region F se representa en la forma c<y <d; fy SX<Sir,<s parac<y< d. En tal caso:

y) T
= ¢d s(y)
JJ fx,y).dA J‘ I yf(x,y).dx.dy
C JI(y)

Es decir que cuando ambas integrales se pueden calcular coinciden con la integral doble y por lo tanto son igua- .-'.'-.
les entre si. Hemos considerado dos formas de expresar una regién F en el plano xy. Ellas son: a<x<b E
p(x) Sys q(xi zo
<vy<d : < -
csys ! r(y)_xss(w

Frecuentemente ocurre, que una regiéon F se puede expresar mas simplemente en una de las formas dadas
anteriormente que en la otra.

En casos dudosos, una gréafica de F permite ver cual es mas simple y por lo tanto, cual de las integrales iteradas
se calcula més facilmente.

Una regién F a veces no puede expresarse en la forma anterior. En tales casos se puede subdividir F en un nu-
mero de regiones, tal que cada una de ellas tenga alguna de las dos formas. Efectudndose las integraciones en
cada una de las subregiones y se suman los resultados.

Las siguientes figuras ilustran algunos ejemplos de como se pueden efectuar tales subdivisiones en virtud de

la propiedad aditiva de conjuntos:

J¥ f(x,y).dA = Jpf f(x,¥).dA + Jpaf £(x,¥).dA + Jpaf f(x,¥).dA

I f(x.y).dA = Jous] f(x,¥).dA - [Jc f(x,y).dA
Figura 45
Ejemplo:
2
X" ydxdy siendo R :[1’2]X[0’1]

Se desea calcular la integral doble.UR

Solucién: dado que la funcién X Y es continua en R pasta aplicar el Teorema de Fubini para obtener
1

”szydxdy :IIZ(I;xzydy)dx = f xzy?z i dx

0

2 x? X = 8 1 7
B SE N . . S
12 6 6 6 6

x=1
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X = o(u,v)
y=w(u,v)

y que esta transformacion posee una inversa Unica dada

Sea _”f(X,y).dx.dy de donde {
R

u=u(x,y)
por: v =v(x,y) por lo que el Jacobiano de (1)

_de.y) I(x,y)
- Ou,v)  O(u,v)

J

Al recinto R del plano x, y le corresponde un recinto R’ en el plano u, v.

Haciendo entonces una particion en R’ con rectas paralelas a los ejes u, v; le corresponde en el plano x, y una
particién de R por curvas continuas dadas por (1).

TEMAN° 1

3 i
/.f
11 ( ¥
\ R { R
~—1 | V
u X
Figura 46

A un subrecinto R’, de R’ le corresponde un subrecinto R, de R.

Queremos encontrar como se transforma cada elemento rectangular R’ en el elemento curvilineo R correspon-
diente. Para mejor ilustracion ampliaremos el dibujo de ambos recintos:

v x=(uith; vitk)
y=yiuith, vitk)
itk .
"'«,‘ R x=0(uith; vj)
k e ., }: w(u1+h’ a.v
Av E X
h
Vi ., x=0(ui; vitk) x=0(ui; vj)
Au =yl vitk) y=(ui, vi)
u uith ] X ]
Figura 47
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Buscamos la relacion que existe entre las areas de R’ y R;; para lo cual podemos considerar a R’, compuesto por
dos triangulos iguales; lo mismo que a R..

Para una particion con || A || suficientemente pequefa, podemos considerar a los tridngulos curvilineos de R.
como planos, siendo el area de cada uno de ellos:

A R 1 (P(uiav,) (P(ui + h,V,) (P(uiav, + k) (P(uiav,) h(pu (uiaV,) k(Pv (uiav,)
% = 5 W(uiavj) \V(ui +h9V,) \V(uiav, +k) = E \V(uiav,) h'\Vu(uiaV,) k'\VV(uiav,)
1 1 1 1 0 0

Esta ultima expresion resulta de restar a los elementos de la segunda y tercera columna, los de la primera y
aplicando Taylor (despreciando los términos de orden superior al primero) es:

Desarrollando por los elementos de la tercera fila, es:

AR) 1{hq>u(u,,V) k(pu(u,,V)} hk{cpu(ul,V) (pu(u],V)} hk d(e.y) _hk | (0v)

2 hy, (u,v) ky,@,v) | 2 [v,.v) v, @,v)| 2 auv) 2 (uv)
Alr)=h.k.J=Au.Av.J=AR ((P,\If) Recordando la definicién de integral doble
(u V)

”f(x,y)dx.dy _ hm Zf(x1 yi).A(ri) y como fx,y) = fle(u,v); w(u,v)] = Flu,v) serd
R

”f(x,y)dx.dy = ”F(u,v).].du.dv ”F(u V) ———= UCAD) du.dv
R R

o(u,v)

con lo que hemos obtenido la relacion que liga las variables (x,y) con (u,v).

Sea F: D-R con D c R?integrable. Interesa calcular [[ F(x;y) dx dy

haciendo el cambio de coordenadas ) X = P-COS®
y = p.sen@

Para calcular la integral en coordenadas polares, hay que expresar el recinto y el campo escalar en esas coorde-
nadas (F(x;y) = F*( p ;o).) Definiremos integral doble en coordenadas polares.

Provocamos particiones regulares en los intervalos de variaciéon de py de ¢.

Para valores constantes dep, quedan definidas circunferencias concéntricas y para valores constantes de ¢ se
determinan semirrectas con origen en el centro de coordenadas.

l oN VIN3L
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El recinto queda, entonces, dividido en trapecios circulares de area A”..

oy Vo 1 1
A,.= dreaODC-érea OAB = 5 Py Ag -5 pl Ap = 5(,022 - p) Ap
1
=5 (BHR) (B-R)Bp=p, P00

Para definir la integral doble, hacemos una particién regular en el recinto de integracién expresado en coorde-
nadas polares. En cada elemento de area, es decir, en cada uno de los trapecios circulares elegimos un punto
arbitrario P.‘j (p1 ;(pj) y calculamos F*(p 1 ;(pj). Por definicion de integral doble:

Como las integrales dobles en cartesianas o en polares, deben dar lo mismo, resulta:

“Hx:f}F(I;}Ij'dr'd’b - -'-[g{_ggﬁ:,F*(P;‘P)-P-dP-dQ?

Observacién: Vemos que para resolver una integral doble pasando de coordenadas cartesianas a polares, debe-
mos expresar el recinto y la funcién en las nuevas coordenadas , reemplazar los diferenciales y multiplicar por
un factor de conversién que es K.

Ejemplo
Calculemos la integral doble

2
.U R(3x+4y7)dA Donde R es la region circular que se encuentra en el semiplano superior y esta limitada por
las circunferencias 2 +y2 =1V x2 +y2 — 4 como puede verse en la siguiente figura:
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Solucién:

La regién R se describe como:

[[ Gx+ay)dd =" [" (Greoso+a(send) yrdrdd
p r=2

= _[ [r3 cos @ + r4sen29} deo
0 r=1

= jo (7 cos 0 +15sen’0)do

- j:(7cose+%(1—cos29)d9

l N VIN3L

= [756}19 +%—%Sen(20)} _bz

0
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[ TEMA Ne 2

INTEGRALES TRIPLES:

La definicion de integral triple es andloga a la de integral doble. En el caso méas simple consideremos una caja
rectangular R acotada por 6 planos x=a,, x=a,,y =b;,y=b,, z=c, z=c,; y sea u = f(x,y,z) una funcién de tres
variables definida en todo (x,y,z) de R.

Subdividimos el espacio en cajas rectangulares mediante planos paralelos a los planos coordenados. Sean B,
B...... B, aquellas cajas de la subdivision que contienen puntos de R.

co

bo bi

al

x

Designaremos con V(B) el volumen de la i-ésima caja B..

Elegimos un punto Pi(, n, y) en B, esta eleccion se puede hacer en forma arbitraria.

n . . . .
La suma zf(f_,i,ni,%) V(Bi) €s una aproximacion de la integral triple.
i=1

La norma de subdivision es la longitud de la mayor diagonal de las cajas B,, B,,..., B .

Si las sumas anteriores tienden a un limite cuando la norma de la subdivisiéon tiende a cero y para elecciones
arbitrarias de los puntos P, a este limite lo llamaremos la

INTEGRALTRIPLE DE f SOBRE R

La expresién:J“ f(x,,2).dV se utiliza para representar el limite.
R

Asi como la integral doble es igual a dos integrales iteradas, también la integral triple es igual a tres integrales
iteradas.



Para el caso de la caja rectangular R
£ av = [ [2r dz.dy.d
”..[ (%,y,2). o Iao bo.[co (x,y,2).dzdy.dx
R
Suponemos ahora que una region S esta limitada por los planos x =a;; x =a,;y = b,y
z =r(x,y), z = s(x,y).

La integral triple se puede definir de igual forma

TEOREMA
Sea S una region definida por las desigualdades:
SHP(x,y.z)/a<x<b; Pw <Y <q, rxy) <z <slxy)

Donde las p; g; ry s son continuas. Si f es una funcién continua en S, tenemos:

I j f(x,y,2)dV =
S

qx) pS(x.y)
.[ f(x,y,z).dz.dy.dx

al
a0Jp(x) JI(x,y)
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= Db, y por las superficies

¢ .N VINIL

Las integrales iteradas se efectlan considerando todas las variables constantes, excepto aquella respecto a la

cual se integra. Este concepto se puede extender a n variables.

Ejemplo

Calcular la integral sobre R = [—1,1]x[0,2]><[1,2] de la funcion f(x,y,z) =Xz
Solucion: Se tiene

(et~ (i)

z=2

ol 2 72 1 23
TRl | =l 3
2 =2
= 13xy— dx:r3xdx=0
) -1
y=0
Ejemplo:

Se desea calcular el volumen del tetraedro limitado por los planos coordenados vy el plano

ldxdydz

Para ello sera necesario calcular J-.” Q

x+y+z=1

siendo Q) el tetraedro. Para calcular los limites de integracion se

proyecta el recinto sobre el plano XOY obteniendo el tridngulo sefialado en la figura. Las variables (x,y) varian
en dicho triangulo, mientras que z recorre el recinto desde la superficie inferior z=0 hasta la superficie superior

z=1-x-y-
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Por todo ello resulta:

Y entonces:

(] o1ddvz = i( j;( jo""'yuz)dy)dz
- jol(jol a1 —x—y)dy)dx

. y2 y=l-x
:J.O{y—xy—?} dx

:I;(l—x—x(l—x)—(l_zx)z)dx

3 3 =l
:{x—x2+x—+(l_x)} 11
3

1
6

AN —

6 3

x=0
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[ TEVA Ne 3
APLICACIONES

Iniciaremos el repsente tema con el siguiente ejemplo:

Calcule el area comprendida por la gréfica de las funciones ¥ :sen(x)+1 eV =COS(X)+1 en el intervalo
37 S«
4° 4

Solucion:

Primer paso: Un croquis Para representar graficamente el area queremos calcular, hallaremos en primer lugar,
los puntos de interseccién de las dos funciones que se encuentran en ese intervalo, es decir, igualamos las dos
funciones y obtenemos que:

sen(x)+1=cos(x)+1

sen(x)=cos(x)

Como podemos ver en la gréafica, Fig. 10.11 se obtienen dos dominios simétricos que tienen la misma area. Es
por ello que calcularemos el &rea que nos piden multiplicando por dos el area de uno de los dominios coloreados
en la gréfica.

{.).. y=sen(x) + 1

4

Segundo Paso: Los limites de integracion en y Trazamos una recta vertical, L, que pase por el dominio D
y marcamos los valores de la variables y por donde entra y sale la recta L Como puede verse en la Fig. 10.11,

Esos valores son justamente los valores de las funciones Y = sen(x)+1 e V= COS(X)"'I

Por lo tanto el dominio D sobre el gue tenemos que integrar es el dominio de tipo 1:
0 50
D= (x,y)/zﬁxST;cos(x)+1S y< sen(x)+1

Tercer paso: Calculo de la integral Aplicando la formula de integracion sobre dominios de tipo | a la formula de
calculo de areas, tendremos que:

Ar _ _ 5 sen(x)+1 _ Sz sen(x)+1
rea(D) = HD 1dA = 2I£4 I ldxdy = 2I£4 y] dx
4 4

cos(x)+1 cos(x)+1

€N VINIL
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Sz

= 2J.:‘:r sen(x)—cos(x)dx =2 —cos(x) —Sen( x) ]; =42

4

Sean R" y R dos regiones en los espacios (u,v,w) y (x,y,z) respectivamente.

x=x(u,v,w)
a
D:qy=(u,v,w)

= (uava W)

Se

Un homomorfismo de R* sobre R continuamente diferenciable sobre R* y tal que el jacobiano J del mismo no
cambie de signo en R*.

-[-UR fx,yz) dedydy = jjjf f[x{u,v,wj, ¥ v, uj,zfu,v,w_}] VU & 1w, v, )| dudvdsy

(5)

Como en el caso de las transformaciones en el plano, también aqui las coordenadas cartesianas (u,v,w) de un
punto P'de R*, se designan como coordenadas curvilineas del correspondiente P=(x,y,z) de R.

La superficie en R correspondiente a u=u,, recibe el nombre de superficie coordenada u=u . Analogamente las
superficies coordenadas v=v, 6 w=w .

Jo - . .
El | @l representa un factor de ampliacion o reduccion local del volumen, al aplicar ®.
El elemento de volumen en R en coordenadas curvilineas es:

dV=|J¢ (u,v, w)|dudvdw

La posicion de un punto P en el espacio se determina por los tres valores (r,0,z), donde r,6,son las coordenadas
polares de la proyeccién P’ de P sobre el plano XQOY.

Las superficies coordenadas r=cte, 6=cte, z=cte representan respectivamente cilindros circulares con eje OZ,
semiplanos que pasan por el eje OZ y planos paralelos al plano XY.
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P(z.vy)

/DZG» Y

K Plz.y.0)

Xx=rcos0 cos 0 sen 0 0

€N VINIL

El cambio de coodenadas es:
d: y:rseneyJ¢=—rsen9 rcos0 0

z=7 0 0 1

Por tanto: Si f(x,y,z,) es continua en R, resulta :
H Rf(x,y,z)dxdydz =”J.R* f[rcos@,rsen@,z]rdrd@dz (6)

La expresion dV = r dr d6 dz es el elemento de volumen en coordenadas cilindricas.

Estas coordenadas son especialmente Utiles para trabajar con regiones limitadas por superficies cilindricas de
revolucion en torno al eje Z, planos que contienen a dicho eje y planos perpendiculares al mismo (Es decir para
regiones limitadas por superficies coordenadas).

Nota: Obsérvese que la expresiéon para el elemento de volumen puede obtenerse simplemente por considera-
ciones geométricas

=

r_@_ |- _— g Fy — d=

B &g dr ]
&
r
/ X dr
r

Ejemplo: La superficie de una montana responde a la ecuacion:

x4+ +z=4R’
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Sobre una de sus laderas se construye un restaurante cilindrico, de radio R, segun muestra la figura. La tempe-
ratura viene dada por

T(x;y;z)=3x>+(y—R)* +162°

Definamos la funcion densidad de flujo de calor V. como V= _kVT, donde k es una constante que depende de
los materiales. Determinar el flujo de V a través de la superficie de contacto entre el restaurante y la montana.
(La respuesta dependera de Ry de k).

Solucion

Se nos pide calcular:

IV'NdS’ (1)

S

Donde S es la parte de la superficie paraboloidal contorneada por el cilindro. Queda claro, pues, que lo que hay
que parametrizar es el paraboloide, no el cilindro.

Para esto, veamos cémo se proyectaria con el restaurante sobre el plano xy. Haciendo z = 0 en la ecuacion del
paraboloide, vemos que éste intersecta al plano mencionado en una circunferencia de radio 2R. Por ende, el
cilindro tendra radio R.

Puesto que el cilindro estd descentrado, usaremos una parametrizacion cuyos extremos determinaremos de
forma parecida a la del ejercicio 3.40 (ver), donde se trata el problema parecido de una esfera descentrada.
Usando una parametrizacion basada en coordenadas cilindricas, y despejando de la ecuacion del paraboloide
z=4R* —x* —y*, tenemos que T(r; 6) tendré las siguientes componentes:

x(r;0) =rcos0
0<0<m

;0) = o
y(r;0) = rsen 0<r<2Rsen®

2(r;0) =4R*> —r*
Donde el limite superior de variacién de r, para cada 0, viene dado por la longitud del segmento marcado en linea

mas gruesa de la figura anterior, que es 2Rsend (demostrarlo por consideraciones geométricas elementales).
Sacando el producto vectorial fundamental para esta parametrizacion tenemos

i ik
N=T xT,=| cosO sen® —2r|=2r"cos0i+2r’sen0j+rk

—rsen® rcos® O
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Vemos que la componente z de este vector esta dirigida hacia arriba. Por lo tanto obtendremos el flujo entrante
hacia el restaurante. Ahora expresemos el gradiente de T multiplicado por -k, que es la funcién que tenemos que
integrar, en términos de estos parametros:

V =—kVT = —k(6x;2(y —R) 3 z)=—k(6rcos0;2(rsen®—R) 3 (4R*> —r?)

Por ende:

V-N=-k@® r’cos’0+4r’sen’0—4r’Rsen®+128R*r -3 r°)

Y entonces la integral del flujo calérico expresada en (1) vendra dada por:

Flujo=—- kjonjomene(l r>cos’ 0+4r’sen’ 0—4r°*Rsen0+128R*r —3 r°)drdo

La resolucién de esta integral requiere de la aplicaciéon reiterada de identidades trigonométricas, ejercicio que
queda para el lector. Ejecutando la integral obtenemos:

Flujo = — 347kR*

La posicion de un punto P(x,y,z) en el espacio se determina por los tres valores
(p,0,0) mostrados en la Figura.

=z
=]
op
m
*
Las superficies coordenadas p = cte, 8 = cte, ¢ = cte, son respectivamente esferas con centro en el origen de

coordenadas, semiplanos por el eje z, y conos de revolucion en torno al eje OZ.

Essiempre: 0<p<+0 0<¢o<m 0<0<2rm

X =psen( cos 0
El cambio de coordenadas es
®:< y=psenp sen 0

Z=pCOS P
senpcos®  pcospcos® —psenpsend
Y se verifica: Jop =|senpsen®  pcosgpsen O sen¢ cos 0 =>Je =p2 sen @
cos @ —pseno 0

Por tanto: Si f(x,y,z) es continua en R, resulta :

2
IHR f(x,y,z) dxdydz =j”R j{psen(p cos 6, p sen sen@, p cos (p]p senp dpdpd0 (7)
El elemento de volumen en coodenadas esfericas es: dV =p2 sen @ dpdpd @
Ejemplo:

Sea una superficie esférica de radio 1 interior y tangente a otra superficie esférica de radio 2. Determinar el va-
lor promedio de la distancia al punto de tangencia de todos los puntos comprendidos entre ambas superficies
esféricas. SUGERENCIA: USAR COORDENADAS ESFERICAS.

€N VINIL
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Solucion -
r 3
P
B
-
Al .
b
l-_l- 'I‘F
0

X

Los puntos aludidos en el enunciado son los de la regién rayada en gris de la figura. Puesto que la funcién que
promediaremos sera la distancia al punto de tangencia, aparece como ldgico que este Ultimo se sitle en el ori-
gen del sistema de coordenadas que utilizaremos.

Al usar coordenadas esféricas, esta distancia sera sencillamente p.

Recordemos por otra parte el concepto de valor promedio de una funcién en un dominio. Podemos expresarlo
como el cociente entre la integral de esa funcién sobre el dominio dado y la integral de la funcién 1 en dicho
dominio.

En nuestro caso se trata de cuerpos tridimensionales y por lo tanto las integrales seran volumétricas. Esto es:

__j!jdem
f—W

Nuestro problema se reducird a expresar estas integrales en coordenadas esféricas, lo cual en términos practi-
cos implica encontrar los limites de cada una de las variables.

e ¢, el &ngulo azimutal, variarad entre 0 y 11/2 (nuestro dominio abarca todo el semiespacio situado por encima
del plano xy).

e 0, el &ngulo ecuatorial, variara entre 0 y 21 (ambas esferas son cuerpos de revolucion completa alrededor
del eje 2).

e Los Unicos extremos que ofrecen alguna dificultad son los de p, la distancia al origen. Para determinar
correctamente su variaciéon, observemos que esta Ultima es dependiente del dngulo azimutal. En efecto,
vemos en la figura que para cada valor de ¢ los valores de p estaran comprendidos en el rango indicado por
la linea mas gruesa. El valor minimo serd la longitud del segmento OA, y el valor maximo seré la longitud del
segmento OB’. Ambas longitudes, repetimos, son funciones de ¢. Pero, qué funciones?

Para determinar esto observemos, de los radios dados en los datos, que el segmento OA tiene longitud 2, vy el
segmento OB tiene longitud 4.

Por otro lado recordemos de geometria elemental que un angulo inscripto en una esfera (esto es, el formado
uniendo un punto cualquiera de la misma con los extremos de cualquier didametro que no lo incluya) es siempre
recto. Por lo tanto, los dngulos OAA y OB'B son ambos rectos.
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Entonces, los triangulos OAA y OB’B son los dos rectangulos y podemos aplicar funciones trigonométricas.
Tenemos asi:

OA = OAcosg = 2coso
OB’ = OBcosp = 4cosg
Por ende la variaciéon de p vendra dada por: 2cosg < p < 4cose

Expresando ahora las integrales triples en (1) con sus correspondientes extremos tendremos lo siguiente, donde
p es la funcién a promediar y p?seng es el jacobiano en esféricas:

-
m
4 =
T . P oo =
T eT cos — n e/
L Lcosfp'pzsentpdpdcpde o do SREY BT 2semp60cos ododd =
p 21 /2 pdcoso 3 4cos@ - 27 e/
J. J‘ J‘Zcoscp Sen(Pdpd(Pde Iann/zsen(pp d(Pde J‘O J.O Sel’l(pfcos (pd(pde
2cos @
) Coss(pn/z
180 f:nfomsen‘PCO“ Pdpdd 180 k- 5 1o P s
- 56 2n /2 3 - 56 . 4 n/2 _7
IO J‘O sen (pcos” pdedo J-Oz _COZ o
0

Esto da una distancia promedio de, aproximadamente, 2,57
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LECTURA SELECCIONADA N° 1

Leer apartado: El mundo magico de las espirales (pp. 9-11).

Universidad de Cantabria (2005). Matematicas en accién [En linea]. Disponible en: http://platea.pntic.
mec.es/~aperez4/curvashistoria.pdf

@9
271 GLOSARIO DE LA UNIDAD IV

TEMA N° 3

C

Coordenadas Polares: En un espacio R2, un dominio de integracion que tenga una simetria circular es muchas
veces susceptible de ser transformado de coordenadas rectangulares a polares, lo que significa que cada punto
P (x, y) del dominio de una integral doble tomara su valor correspondiente en coordenadas polares mediante la
siguiente transformacion:

f(x,y) = f(p cost, p sind)

Coordenadas Esféricas: Cuando existe simetria esférica en un dominio en R3, es posible utilizar una transforma-
cion hacia coordenadas esféricas para simplificar una integral triple. La funciéon es transformada por la relacion:

f(z,y,2) — f(pcosfsiné, psinfsin ¢, pcos )
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Coordenadas Cilindricas: El uso de coordenadas cilindricas para transformar una integral triple, es conveniente
especialmente cuando el dominio de integracién presenta simetria alrededor del eje z. La funcién se transforma
mediante la siguiente relacién:

f(z,y,2) = f(p cosb, p sind,z)

Integrales Iteradas: Una integral iterada es una integral evaluada multiples veces sobre una misma variable (en
contraste con una integral multiple, que consiste en un nimero de integrales evaluada con respecto a diferentes
variables.

Integrales Dobles: Como referencia para la definiciéon de la integral doble, se debe recordar la integral definida
de una funcion real de variable real, la cual surge como solucién al problema del célculo de area bajo una curva.
x/A es la longitud del subintervalo genérico (también llamado subintervalo i-6simo).

€N VINIL
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E]/ AUTOEVALUACION N° 4

1. Calcule ffs(2y-4x)dxdy, siendo SZ{(X,y)GRZ /1<x<3, 03)’33}

A) -30 B)-20 C)-15 D)-256 E)-10

1 pex
2. Calcule la siguiente integral iteradaj I dydx
0 9x?

€N VINIL

A 2/3 B)1/6 C)2/7 D)1/5 E)2/5

7 cos6

3.  Calcule la siguiente integral iterada I J. psenﬁdp do
00

A)5/3  B)1/2 C)2/5 D)1/3 E)2/3

2

X .
4 Calee To7 ,siendo R =[0,1]x[0,1]

R

A) 7 B) /12 C)*/5D) T/3E) " /6

B, Calcular el volumen de la region del espacio limitada por las superficies cilindricas
X+2Z2=1yV+2=1

A) 7/2 B) 16/3 C) 12/5 D) 11/3 E) 8/3

Fuente: Universidad Nacional del Nordeste-UNNE (2013). Facultad de Ciencias Exactas y Naturales y Agrimen-
sura: Argentina
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ANEXQO: CLAVES DE RESPUESTAS DE LAS AUTOEVALUACIONES

AUTOEVALUACION 1

1. Clave B) VFFF
2. Clave D) Tgx

3. Clave C) %Tg3/2x+%Tg7/2x+C

Clave B) —%(—4 -2x)-5

TEMAN°3
~

B. Clave C) 2 fracciones

6. Clave A) %Ln|tan 2x| +C

7 Clave E) 2arctanx+Inx+C

8. ClaveB) 2 [0 o xrl+C

3

AUTOEVALUACION 2

1. Clave A) VFVF
2. Clave O)1

3. Clave D)2y 8
4, Clave B) 17/2

B. Clave B) 15/2

6. Clave D)éSech—%Sec7x+C

8. Clave B) Soélo |y Il
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AUTOEVALUACION 3

1. Clave A) 45 m

2. Clave Q)3

3. Clave C)-56 pies/s
4. Clave E) 9

5. Clave C) 1371/3

6. Clave D)4,5

7. Clave A) 9/2

8 ClaveB) _ HR

2

AUTOEVALUACION 4

1. Clave A) -30
2. Clave B) 1/6
3. Clave D) 1/3
4. Clave B) /12

5. Clave C) 16/3

Calculo II
MANUAL AUTOFORMATIVO INTERACTIVO
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ste manual autoformativo es el material didac-

tico mas importante de la presente asignatu-

ra. Elaborado por el docente, orienta y facilita
el auto aprendizaje de los contenidos y el desarrollo
de las actividades propuestas en el silabo.

Los demas recursos educativos del aula virtual
complementan y se derivan del manual. Los con-
tenidos multimedia ofrecidos utilizando videos,
presentaciones, audios, clases interactivas, se
corresponden a los contenidos del presente ma-
nual. La educacion a distancia en entornos vir
tuales te permite estudiar desde el lugar donde
te encuentres y a la hora que mas te convenga.
Basta conectarse al Internet, ingresar al campus
virtual donde encontraras todos tus servicios:
aulas, videoclases, presentaciones animadas, bi-

blioteca de recursos, muro v las tareas, siempre
acompanado de tus docentes y amigos.

El modelo educativo de la Universidad Continen-
tal a distancia es innovador, interactivo e integral,
conjugando el conocimiento, la investigacion y
la innovacion. Su estructura, organizacion y fun-
cionamiento estan de acuerdo a los estandares
internacionales. Es innovador, porque desarrolla
las mejores practicas del e-learning universitario
global; interactivo, porque proporciona recursos
para la comunicacion y colaboracién sincrona y
asincrona con docentes y estudiantes; e integral,
pues articula contenidos, medios y recursos para
el aprendizaje permanente y en espacios flexi-
bles. Ahora podras estar en la universidad en
tiempo real sin ir a la universidad.
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