r—= Universidad
‘\— Continental

Precadlculo |

Guia de Trabajo

Ucontinentcl.edu.pe



Vision

Ser una de las 10 mejores universidades privadas del Peru al
ano 2020, reconocidos por nuestra excelencia académica y
vocacion de servicio, lideres en formacion integral, con
perspectiva global; promoviendo la competitividad del pais.

MISION

Somos una universidad privada, innovadora y comprometida
con el desarrollo del Pery, que se dedica a formar personas
competentes, integras y emprendedoras, con vision
internacional; para que se convierfan en ciudadanos
responsables e impulsen el desarrollo de sus comunidades,
impartiendo experiencias de aprendizaje Vvivificantes e
inspiradoras; y generando una alta valoracién mutua entre
todos los grupos de interés.

Universidad Continental

Material publicado con fines de estudio
Codigo: UC0672
2017

ucontinental.edu.pe | 2



— ' Gestion Curricular
S— Asignatura: Precdlculo |

Presentacion

Precdiculo | es una asignatura que tiene como finalidad sentar las bases para desarrollar y
fortalecer las habilidades numéricas del estudiante universitario. Las habilidades numéricas se
revelan en la capacidad para manejar y utilizar nOmeros en operaciones matemdticas e
implica la agilidad mental para la realizacién de operaciones con nUmeros; la Matemdtica es
la ciencia que se ocupa de describir y analizar las cantidades, el espacio y las formas, los
cambios y relaciones, asi como la incertidumbre. Si miramos a nuestro alrededor vemos que
esos componentes estdn presentes en todos los aspectos de la vida de las personas, en su
trabajo, en su quehacer diario, en los medios de comunicacidn, entre otros. Es evidente, que
en nuestra sociedad, dentro de los distintos dmbitos profesionales, es preciso un mayor dominio
de ideas y destrezas matemdticas. Estas habilidades coadyuvan la formacion del perfil
profesional de nuestros estudiantes que les permitirdn el desarrollo de la légica y el
razonamiento en sus actividades personales, académicas y profesionales.

En concordancia con lo anterior, la competencia que desarrolla la asignafura es: Identfifica,
define, analiza y aplica los diferentes teoremas, propiedades en los nimeros reales, funciones
en la solucién de situaciones problemdticas, demostrando interés en los trabajos de
investigacion, tolerancia y respeto a los demds.

Es recomendable que el estudiante trabaje y lea con responsabilidad el presente Material de
Trabajo y formule sus dudas a su docente para que pueda desarrollar las prdcticas planteadas.
Ademds, requiere la revision y consulta complementaria de oftros libros, principalmente los
propuestos en la bibliografia bdsica y complementaria del silabo; incluso de informacion
confiable de Internet y otros medios electrénicos. Es inexorable la visita a la plataforma de
buUsqueda de ProQuest. Este recurso, que ofrece nuestra universidad a través de la Biblioteca
Virtual, representa una mejor manera de buscar, encontrar, usar y compartir la informacion.

Finalmente, agradecemos a los docentes de Matemdtica: Ing. Edwin Flores Alvarez e Ing. Rocio
Vargas Navarro; quienes frabajaron en la elaboracién del presente Manual ya que sus aportes
y sugerencias han contribuido a mejorar la presente edicion.

Los autores
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Unidad 1

LOS NUMEROS REALES

RESULTADO DE APRENDIZAJE

Al finalizar la unidad el estudiante sera capaz de, resolver
ejercicios de numeros reales, polinomios, ecuaciones e
inecuaciones aplicando los procedimientos del calculo en

situaciones formales y de la vida cotidiana
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PORTAFOLIO

N° 01 HABILIDAD FINAL DEL PORTAFOLIO
NUMEROS e Utilizar instrumentos, técnicas y formulas, individual y
grupalmente, para entender los nimeros reales
REALES Y SUS
PROPIEDADES

PRACTICA N° 1

Tema: CONJUNTO DE LOS NUMEROS REALES

A. Nivel Basico:

Ejercicios

Llene los espacios en blanco

1. Un ndmero real es

dos enteros, donde q # 0

si se puede escribir como la razén p/q entre

2. El punto 0 sobre la recta de nimeros reales se llama

Propiedad Adicion Multiplicacién
Clausura (a+b)ER (ab)eR
Conmutativa a+b=b+a a.b=b.a

Asociativa a+(b+c)=(a+b)+c a.(b.c)=(a.b).c
Elemento Es el cero 0 porque: Es el 1 porque:
neutro O+a=a+0=a l.a=a.l=a
!Elemento Es —-a porque: Para a=0 es lporque
inverso a+(-a)=0 a

a.t=1

a

Distributiva a.(b+c)=a.b+a.c
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3. Indique la(s) propiedad(es) de los numeros reales que justifica(n) cada
afirmacion:
a) 26-12 es un numero real b) % 1 =§
c) 2+(-7+5)=(2+(-7))+5 d)y Z-2=1
e) (x+3)(2y+7)=(x+3)(2y)+(x+3)(7) ) (3)[4(5)]=[3(5)1(4)
g) 5+ [V2+(=V2)] =5 h) 3(x+2)=3(2)+3x

B. Nivel Medio

1. En los siguientes ejercicios, determine qué numeros del conjunto son (a)
numeros naturales, (b) numeros enteros, (c) enteros (negativos y
positivos), (d) nimeros racionales y (e) numeros irracionales.
a) {-9,-7/2,5,2/3,v¥2,0,1,-4,2,-11}
b) {+5,-7,-7/3,0,3,12,5/4,-3,12,5%
c) {2.01,0.666...,, 0.7575, -4,63, V10, -75, 4 }
d) {-n,-1/3,6/3,,V2,-7.5,-1.8,-22}
e) 25,-17,-12/5,+9,3,12.n/2,7,-11.1, 13}

2. En los siguientes ejercicios, (a) haga una descripcion verbal del
subconjunto de los numeros reales representados por la desigualdad o el

intervalo, (b) trace el subconjunto en la recta de nimeros reales.

a) x<5 g)x = -2
b) x<0 h)x >3

c) [4, ) i) (-0, 2)
d -2<x<2 jJ)0<x<5
e) -1<x<0 k)0<x<6
) [-2,5) N(-1,2]

3. En los siguientes ejercicios, use notacién de desigualdad y notacién de
intervalo para describir el conjunto.
a) "y es no negativo™
b) “y es no mayora25"”
c) “xesmayora-2yalomas4”
d) “vy es al menos -6 y menor que 0”

e) “tesal menos 10 y a lo mas 22"

f) ™ k es menor que 5 pero no menor que -3"

g) “El peso del perro, W, es mas de 65 libras”
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4. Evalle las siguientes expresiones

a) [-10|

b) —3|-3]

c) |3-8|

d) |-11- -2
e) —3-—1|-3]
f) |:_5|

5. En los siguientes ejercicios, escriba el simbolo correcto ( <, > 0 =) entre

los dos numeros reales.

a) |-3 — =3l d) —|-6l |-6l
b) |4l |4] e) -2 - 12
c) =5 — 15 f)-(-2) -2

6. En los siguientes ejercicios, use notacion de valor absoluto para describir

la situacion

a) La distancia entre "x” y 5 es no mayor a 3
b) La distancia entre "x” y -10 es al menos 6
c) vy estd al menos a seis unidades de 0

d) y estd como maximo a dos unidades de a

7. Indique la(s) propiedad(es) de los niUmeros reales que justifica(n) cada

afirmacién:

a) X+9=9+x e)ZG):l

b) ﬁ(h+6)=1,h¢6 f) x+3)—(x+3)=0
c) 2(x+3)=2x+2.3 g)(z-2)+0=z-2

d) x+(y+10)=( x+y)+ 10 h x(3y)=(x.3)y=(3x)y

C. Nivel Avanzado
1. En el disefio de un ingeniero aparece un tridngulo equilatero cuyo lado
mide V8 . Indica un procedimiento para que el ingeniero pueda tomar la

medida de la longitud de dicho lado y pintar el tridngulo.

2. Un delineante debe pintar un cuadrado cuyo lado mide +/11 indica cémo

puede obtener la medida de dicho lado.
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3. En los ejercicios, el departamento de contabilidad de una compania

embotelladora de bebidas para deporte estd comprobando si los gastos
reales de un departamento difieren, en mas de $500 o en mas de 5%,
respecto de los gastos presupuestados. Llene las partes faltantes de la

I A\Y

tabla y determine si cada gasto real pasa el “examen de varianza de

presupuesto “.

Gasto
presupuestado | Gasto real
b a |a — b| 0.05b
Sueldos $112 700 $113 356
Utilidades $9 400 $9 772
Impuestos $37 640 $37 335
Seguros $2 575 $2 613

Use la grafica de barras, que muestra la recaudacion del gobierno federal
(en miles de millones de ddlares) para afios seleccionados de 1996 a
2006. En cada ejercicio se indican los gastos del gobierno federal.

Encuentre la magnitud del excedente o déficit para el afio.

";-" b
Ty ) I o PR
?Eé R | 1 S L BT S S B i
5 5 20004+
=N =
= S 18004
8 E 1600 aaa
= T
= 14004
::’.
= 1200
=
1996 1998 2000 2002 2004 20406
Afo | Recaudacion Gastos |Recaudacién — Gastos|
1996 $1560.6 miles de millones
1998 $1652.7miles de millones
2000 $1789.2miles de millones
2002 $2011.2 miles de millones
2004 $2293.0 miles de millones
2006 $2655.4 miles de millones
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Ejercicios Propuestos

1. En los siguientes ejercicios, determine qué numeros del conjunto son (a)
numeros naturales, (b) numeros enteros, (c) enteros (negativos y

positivos), (d) niUmeros racionales y (e) numeros irracionales.

22 _ 1
) {0,—10,50,7,0.538,\/7,1.23,—§, 3\/5}

13 15
b) {1.001,0.333 ey =1, —11, 11,E,\/E,3.14,?}

2. Indique la(s) propiedad(es) de los niumeros reales que justifica(n)
cada afirmacion:

a) x+9=9+x
0 2()-1

1
<) (h+6)

(h+6)=1h+—6

d) x+3)-(x+3)=0

e) (z—2)+0=2z-2

) 1(x+1)=x+1

g) (z+5)x =zx + 5x

h) x+(y+10) = (x+y)+ 10
i) xBy)=(Bx)y

j) 3(t—4)=3t-3(4)

K 2(7(12) = (; (7)) 12=1(12) = 12
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PORTAFOLIO
5 HABILIDAD FINAL DEL PORTAFOLIO
e Utilizar instrumentos, técnicas y formulas, individual y
EXPONENTES Y grupalmente, para entender los nimeros reales
RADICALES

PRACTICA N° 2
Tema: TEORIA DE EXPONENTES

Se llama asi a los conjuntos numéricos expresados como potenciacién y que se
pueden representar de la siguiente manera:

= a eslabase
= n es el exponente
= P eslapotencia

PROPIEDADES.

1. EXPONENTE CERO
x0 =1 Ejemplo .50 —1

2. EXPONENTE NEGATIVO

-m _ 1 . . -8_1
X =.m Ejemplo: x _X—B

3. MULTIPLICACION DE BASES IGUALES
xMxNyP = xM*+P Ejemplo : xPx " x10 = x>+7+10 _ 22

4. DIVISION DE BASES IGUALES

m 10 -
X = xmn Ejemplo : x40 (5) 105 _,5

X X

5. MULTIPLICACION DE BASES DIFERENTES
()™ =xM™y™  Ejemplo: (27)° = 2373 = 8(343) = 2744

6. DIVISION DE BASES DIFERENTES

i " —ﬂ Ejemp|0(2]4 —i—@
y) y™ 3) 3% 81
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7. DIVISION DE FRACCIONES CON EXPONENTE NEGATIVO
-m m -4 4 4
X = (yj Ejemplo : [Zj = (3j 3 _8l
y X 3 2) "4 16
8. POTENCIA DE UNA POTENCIA

x™f' =x™  Ejemplo: { ﬂ 2I3)-4)_ a1

9. EXPONENTE FRACCIONARIO
4

XM =x"  Ejemplo: x/i X2
10. RAIZ DE RAIZ

m Q/ Q/gix _ mnpd Ejemplo - C\%L\l?/ﬁ _ (3X4)(5X2\)/X*3 _120(,3

11.  RAiz DE UN PRODUCTO
i 5
Nxy ="/xNy Ejemplo : / 10,25 _5/,10 5/y25 _x25

12. RAIZ DE UN COCIENTE
n 4

nF = ﬁ Ejemplo: 4 16 4ﬁ 2

Wy Dy 1625 4je25 5

Ejercicios

A. Nivel Basico:

1. Simplificar:
32n+1_'_9n+1 .

———;neN
gn+1_52n+1 <

2. Simplificar:
5x2m+2 _2m+4 +6x2m_1

2M*5 _15x2™M 25 2M+3

3. Efectuar:
153 %163 x 253 x 49
27x212 59 7
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B. Nivel Medio:

1. Reducir:
GAEN
2 9

2. Reducir:

50
e

Q

8
27

jn

e Gestion Curricular
— Asignatura: Precdlculo |
4. Al reducir:
4 4 A4
2" (x2)4 (2" x2
X2.X4.X6.X8
Se obtuvo: x™"
Hallar: n;
5. Reducir:
X4.X6.X8.X1O....X40
X1.X3.X5.X7....X37
6. Indicar el exponente final de (xy) en:
20 veces
Xy ) 000
x%y2)x%y?)...(x%y?)
30 veces
7. Siendo: "n" un numero natural mayor que la unidad; al efectuar:
g o 1/n
[2‘”-3‘”}
Tendremos:
8. Simplificar.

+
b
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3. Calcular el valor de :
-n
4
43| 83

4. Hallar el valor de “x":

5. Hallar el valor de “x":
3y /Z 9
4 '3 16

6. Reducir:

R= {22(22)2}2 3x?

7. Calcular el valor de :
oX+4 +36(2X_2)

S = oX+5 _ 2(2x+3)_ 4(2x+1)_ 6(2)(_1)

8. Calcular el valor de :
~ 216353803

p-‘S- 9 O
154 149 302

9. Efectuar:

M 3N 4 pM+N

— M-N
Q 1 eN.3M 4N

10. Resolver:
m

1 1+£ m+1
R:(xm)a— x M +My2m

C. Nivel Avanzado

1. Hallar el valor de la expresion:
20n+1

C

-n
\4n+2+22n+2
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21.Simplificar :
Q- (3n2+n+4 _3n2+n+2J/{3(3n2+nﬂ

6 x5§/x7316 X2 X X2
1 x34x | 9veces

23. Ejecutar :

22. F=

1
2

1 2

1 4 2 1
K=|27 22|44 [ 2] 3, [192015, 33763
625 8000 243
24 Resolver :

310X , 510x-1, 510x-2 , 510x-3, 510x—4 _ g5q

25. Calcular el valor de"m"sise cumple que :
-1 10

3m a54/(C b ) a;bé
(ab)23\/cna/b>5
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PORTAFOLIO HABILIDAD FINAL DEL PORTAFOLIO
N° 03 e Utilizar instrumentos, técnicas y formulas, individual y
p grupalmente, para entender los niumeros reales
FACTORIZACION
PRACTICA N° 3
Tema: FACTORIZACION
FACTOR ALGEBRAICO

Un polinomio “F” no constante serd factor algebraico de “P” si y sélo
si "P” es divisible por “F.

Ejemplos:
" Py = (x +2)° (x +1)°
Son factores algebraicos de P(yy:

FACTOR PRIMO
Un polinomio “F” sera primo de otro polinomio “P” si “F” es factor

algebraico de “P” y primo a la vez.

Ejemplos:
" Py = (x +2) (x + 1) (x + 5)°
Son factores primos de P(:

= Py = (X) (x + 2)° (x - 1)?
Son factores primos de P(y,:

FACTORIZACION
Es el proceso de transformaciéon de un polinomio en una
multiplicacién indicada de sus factores primos o sus potencias.

Multiplicacidn

Py =x>+3x+2 = (x +1) (x +2)

Factorizacidn
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A. Nivel Basico:

1. Factorizar: X%y + x’z

2. Factorizar: 2a’x + 6ax?

3. Factorizar: m? + 13m - 30

4. Factorizar: x? - 17x - 60 ; e indicar uno de los factores primos
5. Factorizar: 16x% - 25y*

6. Factorizar: 4x% - 81y*

7. Factorizar: 100 - x?y®; e indicar uno de los factores primos

8. Hallar la suma de los factores que se obtienen de factorizar:
2p% + 3rp + 4p + 3rp

9. Factorizar y dar como respuesta la suma de coeficientes de uno de sus factores.
3ab+ 1+ 3b+a

10. Factorizar: 4x% - (X + y)?
11. Factorizar: alx-1)-(a+2)(x-1)
12. Factorizar: 18a*-13a-5

13. Indicar el nimero de factores primos de:
4x> - 20xy + 25y?
14. Factorizar: 4m(a® + x - 1) + 3n(x - 1 +a%); e indicar la suma de
coeficientes de uno de los factores primos.

15. Factorizar: -m-n+ x(m + n)
16. Indica un factor de: 6x% - 13x* + 6
17. Desarrollo: 8m?3 - 27n'? e indicar un factor

18. Factorizar: x(a-1)+y(a-1)-a+1

19, ¢Cudntos binomios se obtienen de la factorizacion de:

a® 4

81
20. Factorizar: (m-n)>+6(M-n)+9
21. Factorizar: 3m? - 6mn + 4m - 8n; e indicar la suma de los factores primos.
22. Factorizar: 2x? - 3xy - 4x + 6y e indicar uno de los factores primos
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B. Nivel Medio:

1. 72x28 yP | 4gya+l b+l 5pa02b 2. (x+ y)9 (x— y)5 - (x2 -~ y2)7
3. xMHN L yMHN L Y™ (xy )" 4. xYy* e xy +xY L yxtl
5. x4 +yd 2xy(x2 + y2)+ 3x2y2 6.9(x - y)2 +12(x— y)(x+ y)+ 4(x + y)2
7. x4n + 7x2n +12 8. 64x12y3 - 68x8y7 + 4x4y11
9. a(x +1)+b(x +1) 10.a2 + ab + ax + bx
11. 256al2 — 289h*m!0 12.x8 _gy12
13. 9b° —30a°b + 25a% 14. X2+ 7x+10
15. ¢ —4c—320 16. x* —7x% +12
2
17. x3-27 18. (a2+b2—c2—d2)2—4(ab+cd)

10. 4+ (2 41) (@282 1] T 20, (k3 20+ ) (x-+ 2)x- 1)+ (x )
21. bd(a2 + c2)+ bc(a2 +d 2)+ ad (b2 + c2)+ ac(b2 +d 2)

22. (x + )% + (x + 2% + (x + 3% —7(x + 2)+ 2

23. (x +8)(x+8)+3(x +8)9 - y)+2(9— yf

24.(x +17)(x +17)+ 6(x +17)10 - y) + 510 — y
25.a2(b—c)+b2(c—a)+c(a—b)

26. a?’(b2 - c2)+ b?’(c2 - a2)+ c3(a2 - b2)

27. (X +3)(x + 4)x +5)x +2)+ (x +1Yx + 2)(x + 3)

28. 02(2a2 +2b2 - cz)— (a2 - bz)2

29.(&12 +b2 +c2 +ab+ac+bc)2 —(a+b+c)2(a2 +b2 +c2)

30282 + 2b2 (a2 —bz)z 1
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C. Nivel Avanzado:

VOLUMEN DE UNA CAJA Unrestaurante de comida
rapida para llevar estd construyendo una caja abierta,
al cortar cuadrados de las esquinas de un cartéon de 18
centimetros por 26 centimetros (vea figura). El borde
de cada cuadrado cortado mide x centimetros.

X L
| S
: N 18 cm
1 o0
B 265-2r —ix T £
x y L 18 — 2x
! 26 cm ——— 26 — 2x

(a) Encuentre el volumen de la caja en términos de x

(b) Encuentre el volumen cuandox = 1, x = 2y x = 3.

VOLUMEN DE UNA CAJA Una compaiia de mensa-
jeria de entregas de un dia para otro esta disenando una
caja cerrada al cortar a lo largo de lineas continuas y
doblar a lo largo de lineas discontinuas, en una pieza
rectangular de cartén acanalado como se muestra en la
figura. La longitud y ancho del rectangulo son 45 cen-
timetros y 15 centimetros, respectivamente.

=15 cm—i

(a) Encuentre el volumen de la caja de envios en tér-
minos de x.

(b) Encuentre el volumen cuandox =3, x=S5yx = 7.
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PORTAFOLIO
N° 04
ECUACIONES

HABILIDAD FINAL DEL PORTAFOLIO

e Utilizar instrumentos, técnicas y formulas, individual y
grupalmente, para entender los nUmeros reales

PRACTICA N° 4

Tema: ECUACIONES

Generacion de ecuaciones equivalentes

Una ecuacién puede ser transformada en una ecuacién equivalente por medio de
uno o mds de los pasos siguientes.

Elimine simbolos de agrupacion,
combine términos semejantes, o
simplifique fracciones en uno

o ambos lados de la ecuacién.

Sume (o reste) la misma

cantidad a cada lado

de la ecuacion.

Multiplique (o divida) cada

lado de la ecuacion entre la misma
cantidad diferente de cero

Intercambie los dos
lados de la ecuacion

Ecuacion dada
2x —x =4

x+1=6

Resolucion de una ecuacion cuadratica

Factorizacion: si ab = (), entonces a = 0o b = .
Ejemplo: P—x—6=0
lx—3)x+2)=0

x—3=10 |::> x=

x+2=0 |::} x=

Farmula cuadritica: si ax? + bx + ¢ = [, entonces x =

Ejemplo: P+ 3 —1=0

-3+ 3 —402)(—1)

Ecuacion
equivalente

x =

—_—
—b £ b — dac

=

2(2)

4

-3+ /17

2a
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S— Asignatura: Precdlculo |

A. Nivel Basico:

1. 2x-34=-20 Sol: x=7 2. 9x+8=7x+6 Sol: x=-1
3. 4x+3=3x+5 Sol: x=2 4. 7x+9=3+9x Sol: x=3
5. x-8=2x-11 Sol: x=3 6. Xx+1=2x-7 Sol: x=8
7. 6x+6=4+8x Sol: x=1 8. 9+9x=17+5x Sol: x=2
9. 2x+3=3X Sol: x=3 10. 25-2x=3x+20 Sol: x=1
11. 4x+1=3x+3 Sol: x=2 12. 5x-3=10x-6 Sol: x=3/5
13. 1+8x=-16x+31 Sol: x=5/4 14, 5x-11=15x-19 Sol: x=4/5
15. 12x-48=-15x-30 Sol: x=2/3 16. 2x+17=3x+7 Sol: x=10
17. 10-5x=x-2 Sol: x=2 18. 70-3x=4x Sol: x=10
19. 48-3x=5x Sol: x=6 20. -4x+30=-3x-10 Sol: x=40
21. 10x-15=4x+27 Sol: x=7 22. x-3(x-2)=6x-2 Sol: x=1
23. 3x+1=6x-8 Sol: x=3 24. 3x-7=2(x+1) Sol: x=9
25. 47-3x=5+11x Sol: x=3 26. 2(2+4x)=3+12x Sol: x=1/4
27. 30-9x=-7x+21 Sol: x=9/2 28. 5x=7(5x-3)+3 Sol: x=3/5
29. 3x-10=2x+1 Sol: x=11 30. 2(x-5)=3x-17 Sol: x=7
31. 25-2x=3x-35 Sol: x=12 32. 2+5(x-13)=x-3 Sol: x=15
33. 75-5x=3x+3 Sol: x=9 34. 2x-1=3(2x-15) Sol: x=11
35. 5+8x=2x+20 Sol: x=5/2 36. 2(x-2)=-(4-x) Sol: x=0
37. 2y-3=y+5 Sol: y=8 38. 2(3x-49)=-x+14 Sol: x=16
39. 2-6x=3x-1 Sol: x=1/3 40. 20=2x-(10-4x) Sol: x=5
41. 60x-1=3(1+12x) Sol: x=1/6 42. 5(x-1)+10(x+2)=45 Sol: x=2
43. 2x+3(2x-1)=x+67 Sol: x=10 44, 12x+3(2x-4)=60 Sol: x=4
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B. Nivel Medio:

59. % 4 o=x + 4 60.x - g=X . X6
2 2 3
+
61.x - X=X 43 62.2(X—5j=x+3
4 7 3
63. X _g=2, 1 6. 2% . ¥y 1q
4 3 3 6 4
65.%-7=%+1 66.x-10=E(x-6)
5 3] 9
67.§+x:10+% 68.%+1=12-§
3 9 2 3
69. 5 + X=x -3 70.4x - 7=2X"6
5 2 4
1.5 25 g 79 2%-10_7
3 3x-20 8
73X ¢ 3X =0 24 X 13_5% 5
4 6 4 6 2 6
755+ X Xooq 76.% +10=2 + 16
3 4 5 3 5
57, X010 4 78.3x - 9 + 2=2x - 3
X+3 Xx+3 5
%—12 X 2X X
79.2 —  =¢ 80.2 + 5= 2. 2
x+1 4 5 30
g1. > =% . 82. 2% . 5 (x-20)=-2 *18
Xx+1 x-1 8 6
83.X+E:X+1 84_3X_7;X:_1+X;3+2X
5 2
85.8-%+§-§:-9 86_&1+ﬂ:1+5
10 4 8 2 6 3
87. X _ o4 X Xy gg, 10 4 3t _g
5 2 10 X+5 X+5
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C. Nivel Avanzado:

+ + +
89.X 2_x 3:2x 2

Gestion Curricular
Asignatura: Precdlculo |

90.7x-3 i 3x-1:5x-1

x-1 x+1 x*-1 6 4 4
91.4x -3 3x-1:4x-2 1 92.3 (x+1)  x+3 +ox=2x + 3-7x
6 4 3 4 6 12
03.2%X .o X_X _3 94 B 5 _g
5 3 10 X+10 x+2
95, 2 +3x-3: 2 + 7 96.2x+1_§_ _3x-2
x+1 x*-1 x-1 x+1 4 9 4
9, 5 3 3 _5 og. 15 12x+6 _ 18
x-1 x+4 x*+3x-4 x-1 X-2  x*-4  x+2
) _ p*-ab
99.(a+x) (b-x) - a (b+a) + x* + a°=
a
100, + =T 101. % . =1 X
X-a X+a x°-a a 2
1+ X+1
102.— X1 > 103, X 4 X5 1,52
, . X1 2 45 2
X+1
104_x-3 3 (x-2):x-3-(x+2) 105_x-3 _ X-3_Xx-3 x+3
3 2 2 5 2 3 2
106.X+1 + 5+x:1+ 9-2x
2 6 3
107.x (x-2) - x*+2 LZ:(X-Z)z -4
3 2
108.x (x-2) - X¥2 X2 _(y oy - ax
3 2
x2-2x+1 3

X (x+1) (x-1) 2x
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Asignatura: Precdlculo |
ECUACIONES DE 2° GRADO
110. x>-7x+12=0  Sol: x=3; x=4 111. x>-9x+18=0  Sol: x=3; x=6
112. x>-5x+6=0 Sol: x=2; x=3 113. x>+8x+15=0  Sol: x=-5; x=-3
114. x*>-6x-27=0 Sol: x=-3; x=9 115. x%>-6x+9=0 Sol: x=3
116. x*+6x=-9 Sol: x=-3 117. 4x*+4x=3 Sol:x=1/2;x=-3/2
118. x*-9x+14=0  Sol: x=2; x=7 119. x%-6x+8=0 Sol: x=4; x=2
120. 2x?+10x-48=0 Sol: x=3; x=-8 121. x%-x=20 Sol: x=-4; x=5
122. x*=5x+6 Sol: x=6; x=-1 123. 2x3-5x+3=0  Sol: x=1; x=3/2
124. x’>+10x+25=0 Sol: x=-5 125. x2+9=10x Sol: x=1; x=9
126. 3x>-39x+108=0Sol: x=4; x=9 127. 2x>-9x+9=0  Sol: x=3; x=3/2
128. 3x%+2x=8 Sol: x=-2; x=4/3 129. 4x?+12x+9=0 Sol: x=-3/2
130. 5x*+1=6x Sol: x=1; x=1/5 131. 6x>+1=5x  Sol:x=1/2; x=1/3
132. 6x*>-6=5x Sol: x=-2/3; x=3/2 133. 2x*+7x+6=0 Sol: x=-2; x=-3/2
134. x*=2x+3 Sol: x=-1; x=3 135. 4x?+3=8x  Sol:x=1/2; x=3/2
136. x>-x+1/4=0 Sol: x=1/2 137. 3x%-16x+5=0 Sol: x=5; x=1/3
x> 3x+2 (x-3) )
138.1 - — - = 139.——— - X+ x*=X - (X-2)
3 3

1 3 x-1

140.—— + 3x + 3x? - 2=—— + 3x? 141.(x-3)* - =——=2x
x-1 x-1 3

142.X;3-i:3x 143.x-z+i:5x+5

3 x-1 X 2X

X-3 5 3 8

144. == +3x - ==2x - = - 3 145.3x - — + (x-1)’=3(x-2)-(x-5)

X X X X

146.(x-3) (x-2) + @:(x-z)2

147.(X-2) X - ng ; (X'2)2(X+2):(X_2)2 .4

148.(x-3 ) - XTZ +(3-X) (x-1)=(x-2 )

Gestion Curricular
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— Gestion Curricular

S— Asignatura: Precdlculo |
149_X_-1 - ﬂ: 150_L1 - ﬂ:z
x+1 X Xx+1 x-1
151.x + 1 =4 152,52 - x=2 - 2X
X-2 9 3
2 5X
153.X—+ 2=— 154.x+3:
3 3 X
155.x - 2= X8 156. X 4 3=2H9
X 2 X X
157.2x - 2:6—X -5 158.X (x+1) - (x+§j:0
X-1 2
159.3x + 1 - 3_1+3x 160.2 + XFA_x*4 | 2-X
X 4 3 3 X-3
161.x+1:3 162.X - 2=2X'3
X 3X X
163. % + 2=3x+10 164.x + 3= 2X+1
3 X 3x x-1
X-3 ) X-3
165. 3 :1 166.2—4:-£
1 X 1 X
X+ X+1 X" x-1
2 + 1 -
X-2 Xx+1

ECUACIONES IRRACIONALES
1.x ++/x = 30 2.Jx +1=/x+9 3.47-3x -x=7
a4.Jx+4 =3 - Jx-1 5.5 Jx +3=2x 6.3 /6x+1 - 5= 2x

7.04x+5 - 3x+1 =1 8.42x-1+ Jx+4 =6 9.1+ J/x+ :g

10.\/5-2\/—=\/; 11.Vx-3 + Jx+4 = Jax+1

12.2 Jx+4 = J5x+4  13./x*+3x+7 =5 14.3-Ix=x+1
15.2 v/2x-1 = /6x-5 + +/2x-9 16.4/2x+5 + 6 = 3x + 3
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— Gestion Curricular
\ . .
Asignatura: Precdlculo |

PORTAFOLIO HABILIDAD FINAL DEL PORTAFOLIO

N° 05 e Utilizar instrumentos, técnicas y formulas, individual y
grupalmente, para entender los numeros reales

INECUACIONES

PRACTICA N° 5
Tema: INECUACIONES

INECUACIONES LINEALES

Ecuaciones Inecuaciones

A 4 A4
Igualdades ( =) Desigualdades (<,<;>,2>)

» Deprimer grado |«

/\

3x-2=1 3x-2<1

1
x+1 X+ >4
=4 2

Ix+1=x—3 2x+1<x-3

Resolver una inecuacion significa hallar los valores que deben tomar las
incdégnitas para que se cumpla la desigualdad.

Ejemplos: Resolver

a) 3x-2<1
Despejando Aplicando propiedades
3x-2<1 3x-2<1
3x <142 3x-2+4+2 <1+2
3x <3 L3y <13
x<3:3 3
x<1 x<1
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S— Asignatura: Precdlculo |

Soluciéon: S=(-o,1)

Representacion grafica:

raler’

2 1 1 1 2
b) x+1>4
Despejando Aplicando propiedades
X—+1>4 X—H>4
2 2
x+1 > 4.2 Xx+1
x+1 > 8 T'2>4'2
x > 8-1 x+1 > 8
x > 7 xX+1+(-1) > 8+ (-
1)

Solucién: S =(7, + o)

Representacién grafica:

A. Nivel Basico:

a) 3—X<2+5x

b) 1+x>2-3x

c) 2-(3x-3)>6

d) 3-(3-2x)<2-(3+x)

e) 2-(x+3)+3-(x-1)>2-(x+2)

[ 3 _4x+8_

X _3x
5 2 4
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S— Asignatura: Precdlculo |

INECUACIONES CUADRATICAS

B. Nivel Medio:

a) —-5x?+3x+8<0
b) 25x* —101x+102 <0

c) x-(x+5)>2x*

2X+5
>

d >
) X—4

0

e) (81—x)-(4—x)>x+11
f) (x-1)° >9
9)2-(-x+1 >-2x*+3
h) (x?—9)-(x+1)=0

) (1—x2)~(x2 —9)30

o (x=4)-(x=2)--x)
D g xe)) O

2X—4
X+3

2
1) 3X+2+2 + x-1_x3, X—_lJri >0
2 3 2 3 2

m) x®—5x*+6x<0

<4

k)

n) (x—1)-(x* —4x+3)>0
p) (x2 —1)-(x2 +1)£ 0

0) x> —x?—4x+4<0

>0
X+3

o))

q) (x-1)°-(x-1)*-(x-2)>0

x? -9
>
x-1

r) 0

‘) (3x-1)- (x> —2x-8) -
(x? +9)-(2-5%)-(x+1)
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Asignatura: Precdlculo |

(x+3)-(x—§j _

4—X

! (x=4)-(x=2)-@-x)
) (x+3)-(x+1) =0

9]

X* —3X+2 <
6—x2+X
x-(x=1)-(x +3)
(x* —4)-(x+5)

(x=3)-(x+3)-x
(2-x)-(x+1)

>0

w)

X) <0

. Nivel Avanzado:

Efectla cada uno de las siguientes expresiones:
1) [ x - 5] < 3
2) [ 2x + 3| >1

3) [3x - 7| <7

4) |3x -2 - 12X |59
3
5y | —*X_ o<1
5
6) | 3x + >7
7y | 2x - 32X | <3
4
8) 3x+ix- >X < 6
4 2
9) | X . X | 13
3 2
10) ix+3 z-i
3 6

ucontinental.edu.pe | 30



— ' Gestion Curricular
S— Asignatura: Precdlculo |

Unidad 1l

FUNCIONES

RESULTADO DE APRENDIZAJE

Al finalizar la unidad el estudiante sera capaz de resolver
ejercicios y problemas de aplicacidon de funciones,
transformaciones y algebra de funciones, utilizando el
lenguaje algebraico para expresar situaciones problematicas
cotidianas.

ucontinental.edu.pe | 31



— Gestion Curricular

— Asignatura: Precdlculo |
PORTAFOLIO HABILIDAD FINAL DEL PORTAFOLIO
N° 06 e Utilizar instrumentos, técnicas y formulas, individual y
grupalmente, para entender las funciones.
FUNCIONES

PRACTICA N° 6

Tema: FUNCIONES

A. Nivel Basico:

Dadas las funciones, determinar su dominio y rango.

2
VYT
X
b) f(X)ZF
c) p(x)=+/x+3
2
d) glx)=3-"7
e) y= 21
x“ -1
2
f) hx)= =
X—2
9) Q(X)=m

B. Nivel Medio:

Exprese la regla en su notacién de funcién. (Por ejemplo, la regla “eleve
al cuadrado, luego reste 5” se expresa como la funcién f (x)=x%—5:

1.-Sume 5, luego multiplique por 2

2.- Reste 5, luego eleve al cuadrado

Exprese la funcién (o regla) en palabras:
3.- f(x) = X;—‘*

4.- h(x) =x%+2
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Trace un diagrama de maquina para la funcién:
5. fx)=vx—-1
Complete la tabla

6.- f(x) =2(x—1)?

fx)

%

LU =

Evalle la funcidon en los valores indicados
7.- fx)=2x+1)

1
f(1); £(=2);£(3) (@), f(=a), f@a + b)

8.- g(x)="2=

1+x
1
8(2); 8(-2)i(5) 8@, 8a — 1,1
9.- f(x) =2x?+3x—4
£(0); £(2); f(—2); f(v2), f(x + 1), f(—x)
10.- f(x) = 2|x — 1|
1

f(—2); £(0); f(i) JE2), f(x + 1), f(x2 + 2)
Evalle la funcion definida por partes en los valores indicados.

11—f(x)={ x?2 six< 0
' x+1 six =0

f(=2); f(—1);(0); £(1), £(2)

X% + 2x Six<1
i — <
1276 = 4 Yoot

3
f(—4); f(— E);f(—l);f(O),f(ZS)
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Use la funcion para evaluar las expresiones indicadas y simplifique
13.- f(x) =x% + 1; f(x + 2),f(x) + £ (2)
14.-f(x) = x + 4; f (x?), (f(x))?

f(a+h)—f(a)

- , donde h # 0.

Halle f(a), f(a+ h),y el cociente de diferencia
15.- f(x) =3x+2

16.- f(x) =5

17.- () = =

18.- f(x) =3 — 5x + 4x?

Encuentre el dominio de la funcidon

19.- f(x) =2x

20.- f(x) = 2x, —-1<x<5
21.- f(x) ==

22.- f(x) = 5~

23.- f(x) =Vx—5

24.- f(t) = Vt—1
25.- h(x) =v2x—-5

V2+x
3—-Xx

26.- g(x) =

27.- g(x) = Vx% — 6x

3
X—4

28.- f(x) =

g

29.- f(x) =%
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C. Nivel Avanzado:

30.- Costo de produccidon. El costo C en délares de producir x yardas de cierta
tela se expresa mediante la funcion

C(x) = 1500 + 3x + 0.02 x2 + 0.0001 x3

a) Halle C (10) y C (100)
b) ¢Qué representan sus respuestas del inciso a)?
c) Encuentre C (0). (Este niumero representa los costos fijos)

31.- {Qué tan lejos puede ver? Debido a la curvatura de la tierra, la distancia
maxima D que una persona puede ver, desde la parte alta de un edificio alto o
desde un avién a la altura h estd dada por la funcién.

D (h) = V2rh + hZ

Donde r=3960 millas es el radio de la tierray D y h se miden en millas.

a) Determine d (0.1) yd (0.2)

b) ¢Qué tan lejos puede ver desde la terraza de la torre CN de Toronto,
situada a 1135 pies desde el nivel del suelo?

c) la aviaciéon comercial vuela a una altitud de cerca de 7 millas. éQué tan lejos
puede ver el piloto?

32.- Flujo de sangre. Cuando la sangre se mueve por una vena o arteria, su
velocidad v es mayor a lo largo del eje central y disminuye a medida que se
incrementa la distancia r desde el eje central (véase la figura). La féormula que
da v como una funcién de r se llama ley del flujo laminar. Para una arteria con
radio 0.5 cm, se tiene.

v(r) = 18500(0.25 — r?) 0<r<o05

a) Determine v (0.1)yv (0.4)

b) ¢Qué indican las respuestas del inciso a) acerca del flujo de sangre en esta
arteria?

c) Construya una tabla de valores de v(r) parar = 0; 0.1; 0.2; 0.3 ; 0.4; 0.5.

— e — e S S e et et e

o
—

e e - et L= e R

e e
!

33.- Relatividad. De acuerdo con la teoria de la relatividad, la longitud L de un
objeto es una funcion de su velocidad v con respecto a un observador, Para un
Objeto cuya longitud en reposo es 10 m, la funcion esta dada por

L(v)101-5%

Donde c es la velocidad de la luz.
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a) Determine L(0.5c), L (0.75¢) y L (0.9¢)
b) ¢éCdmo cambia la longitud de un objeto cuando se incrementa su velocidad?

34.- Compras por Internet Una libreria por internet cobra $15 por envio para
pedidos menores a $100 o mas, pero el envio es gratis para pedidos de $ 100 o
mas. El costo C de un pedido es una funcidon del precio total x de los libros
comprados dada por:

c(x)—{x+15 Six <100
lx Si =100

a) Encuentre C (75), C(90), C(100) Y C(105)
b) ¢Qué representan las respuestas al inciso a)?

35.- Multas por exceso de velocidad. En cierto estado la velocidad maxima
permitida en las autopistas es 65 millas/h y la minima es 40. La multa F por violar
estos limites es $15 por cada milla arriba del maximo o abajo del minimo.

a) Complete las expresiones en la siguiente funcion definida por partes, donde
X es la velocidad a la que conduce una persona.

[ 1Si 0 <x<40
c(x) =131 Si 40 <x <65
Si x>65

b) Determine F(30), F(50) y F(75)
c) ¢Qué representan las respuestas del inciso b)?

36.- Cambio de temperatura. Se coloca un pastel congelado en un horno y se
calienta durante una hora. Luego se saca y se deja enfriar antes de comerlo.
Trace una grafica aproximada de la temperatura del pastel como una funcién del
tiempo.
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Costo de produccion El costo C en délares por producir
x yardas de cierta tela estd dado por la funcién

C(x) = 1500 + 3x + 0.02¢” + 0.0001x*

(a) Encuentre C(10)y C(100).
(b) ;Qué representan sus respuestas a la parte (a)?
(c) Encuentre C(0). (Este niimero representa los costos fijos.)

TRAYECTORIA DE UNA PELOTA La altura y (en
pies) de una pelota de béisbol lanzada por un nino es

y = —%x2+3x+6

donde x es la distancia horizontal (en pies) desde donde
la pelota es lanzada. ;La pelota volara sobre la cabe-
za de otro nifio que estd a 30 pies de distancia y que trata
de atraparla? (Suponga que el nifio que est4 tratando de
atrapar la pelota tiene su guante a una altura de 5 pies.)
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PORTAFOLIO
oy HABILIDAD FINAL DEL PORTAFOLIO
e Utilizar instrumentos, técnicas y formulas, individual y
GRAFICA DE grupalmente, para entender las funciones.
FUNCIONES
PRACTICA N° 7
Tema: GRAFICA DE FUNCIONES
Historia: Uno de los modelos matematicos de mayor utilidad son las funciones

matematicas. Aunque desde la época de la formaciéon de los primeros
conceptos matematicos hay antecedentes de la idea de funcion el mismo se
desarrolla completamente en el periodo histdrico de las matematicas de las
magnitudes variables. En este periodo alrededor del siglo XVI cuando
comienzan a modelarse matematicamente el movimiento y los fendmenos
de variacién y cambio por ejemplo el movimiento de un cuerpo o el llenado
de un tanque pues hasta entonces los que se estudiaban eran estaticos o

sea sin movimiento. Para este tipo de fendmenos de variacién y cambio es

Gottfried Wilhelm Leibniz | que hace falta las funciones o sea el modelo funcional.
(1946-1716 )
No es hasta el siglo XVII que se culmina el proceso de formacion del

concepto de funcion. En ese proceso jugd un papel muy importante Leibniz
matematico aleman que introdujo dicho concepto para designar a ciertas
magnitudes geomeétricas asociadas a las curvas que eran el principal objeto
de estudio de la matematica en esa época. Sin embargo en el siglo XVIII
que Euler matematico suizo muy destacado perfecciona el concepto de
funcidn pero sin llegar a expresarlo como se hace en la actualidad.

Una funcidn f de un conjunto A en un conjunto B es una correspondencia que
a cada elemento de A le asigna un unico elemento de B.

Como se observa en el diagrama de la derecha este
concepto corresponde a un modelo matematico muy
general que permite modelar situaciones de naturaleza
muy diferentes.

Partido D
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ALGUNAS FUNCIONES Y SUS GRAFICAS

Funciones lineales ¥ ¥
f(x) = mx + b
b . —
b
x Al x
flxj=h flr)=mx + b

Funciones potencia ¥ y ¥ ¥
flx) = x"

Flx) = & flx) = 8

fla) = & Fflx) =2
Funciones raiz ¥ ¥ ¥ ¥
‘ 13 4 X ‘ X ’ﬂ 1]
fix=4x flay=x fla)= flx) = I
Funciones reciprocas ¥ ¥
1
flx) = = L
X
W o
1 S
flx)= " flx)= =
Funcién valor absoluto ¥ Funcién entero mayor
flx) = |x| fx) = [«
flx) = |x]

Ejercicios Propuestos

A. Nivel Basico

Caracteristicas de una funcion del conjunto A al conjunto B

1. Cada elemento de A debe relacionarse con un elemento de B.

2. Algunos elementos de B pueden no relacionarse con algiin elemento de A.
3. Dos o mis elementos de A pueden relacionarse con el mismo elemento de B.
4

. Un elemento de A (el dominio) no puede relacionarse con dos elementos

diferentes de B.
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1. En los Ejercicios 7-10, éla relacion es una funcion?

7. Dominio

-1
0
1 8
2

9.  Dominio

Liga
MNacional

Liega

Rango

e =]

Rango
Cubs

< Pirates

Dodgers

Orioles

& Yankees
Americana
Twins

B. Nivel Medio

1. En los Ejercicios 9-12, use la grafica de la

dominioyelr

ango de f.

11.

8. Dominio

10. Dominio
(Afio)

1999
2000
2001
2002
2003
2004
2005
2006
2007
2008

10.

Rango

Rango
(Nimero de tor-
mentas tropicales
y huracanes en el
Atlintico Norte)

10
12
15
16
21
27

12.
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2. En los Ejercicios 13-16, use la grafica de la funcion para hallar el

dominio y el rango de f y los valores de funcién indicados.

13. (a) f(—=2) (b) f(—1) 14. (a) f(—1) (b) F(2)

© fz) @ f(1) © ) (@ f(1)
T
— jfiI x x
RE VALY R
V\
15. (a) f(2) (b) (1) 16. (a) f(—2) (b) f(1)

(c) f(3) (d) f(=1) (c) f10) (d) f(2)

1 T T 1T T 1 /

[
i-Y

3. En los Ejercicios, (a) escriba la funcion lineal f tal que tenga los

valores de la funcion indicada y (b) trace la grafica de la funcion.
fl1) =4,f0)=6

f(5) = —4,f(=2) =17

f(=5) = —1,7(5 = —1

f(—=10) = 12, f(16) = —1

fG) = -6.74) = -3

fG) = =5 f(=4) = -11

ucontinental.edu.pe | 41



Gestion Curricular
Asignatura: Precdlculo |

4. En los Ejercicios 19-42, use una calculadora de graficas para graficar

5.

la funcion. Aseglrese de escoger una pantalla apropiada.

19. f(x) = 0.8 — x 20. f(x) = 2.5x — 4.25
21. f(x) = —gx — 3 22. fx) =2 — %x

23, glx) = =247 24. hix) = 1.5 — x2

25. f(x) = 322 — 1.75 26. f(x) = 0.5x2 + 2
27. flx) = — 1 28. flx) =8 — x°

29, flx) =(x—1)P+2 30. glx) =2(x+ 3P + 1
31 f(x) = 4V 32. flx) =4 — 2
3. ¢ex)=2-Jx+4 3. hx) = Vx+2+3
35. fx) = —1/x 36. f(x) =4 + (1/x)
37. h(x) = 1/(x + 2) 38. k(x) = 1/(x — 3)
39. glx) = |x] = 5 40. h(x) =3 — |«

41. f(x) = |x + 4] 42. f(x) = |x — 1|

En los Ejercicios grafique la funcion.

. 2x+3, x<0
ﬂl}_{}—_n x=0

. |x + 6, x < —4
gl = {%1 -4 x> —4
_{m (<0
TW=1/a==% x=0
L= =1)p x=2
f‘”‘{m, > 2
L |x*+ s, x =1
ﬂ""}_{—_t3+4x+3. x> 1
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C. Nivel Avanzado

SALARIOS A un mecinico se le pagan $14.00 por
hora por tiempo normal y tiempo y medio por hora
extra. La funcion de salario semanal estd dada por

14h, 0<h =40

Win) = [21{& — 40) + 560, h > 40

donde h es el niimero de horas trabajadas en una semana.
(a) Evalie W(30), W(40), W(45) y W(50).

(b) La compaiiia aument6 la semana regular de trabajo a
45 horas. ; Cual es la nueva funcién de salario semanal?

INGRESOS La tabla siguiente muestra el ingreso men-
sual v (en miles de ddlares) de una empresa de jardine-
ria, por cada mes del afio 2008, con x = 1 representando

Enero.
e Moo s nmresosy |

1 5.2

2 5.6

3 6.6

4 8.3

5 11.5

6 158

7 12.8

8 10.1

9 8.6

10 6.9

11 4.5

12 2.7

Un modelo matemsdtico que representa estos datos es

. 1.97x + 26.3
) =10.505x2 — 1.47x + 6.3

(a) Use una calculadora para graficar el modelo. ;Cual
es el dominio de cada parte de la funcion definida por
tramos? ;Cémo puede usted indicarlo? Explique su
razonamiento.

(b) Encuentre f(5) y f(11) e interprete sus resultados en
el contexto del problema.

(c) ;Coémo se comparan los valores obtenidos del mo-
delo del inciso (a) con los valores de datos reales?
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1. Trace la grafica de la funcion definida por partes.

Ejercicios Propuestos

Fx) {O six < 2
x pr—
; 1 six=2
six =1
fx) = {x + 1 six>1
six < 2
fx) = {x six = 2
1 — six < —2
flx) = {5 six = —2
x six =0
fx) = {x+1 six >0
x + six < —1
fx) = { six = —1
—1 six < —1
fx) =41 si—1l=x=1
-1 six > 1
—1 six < —1
f(x) = 9 x si—1l=x=1
1 six > 1
2 six = —1
flx) = {x six > —1
1 x? six=2
flx) = {x six > 2
0 sijx| =2
Fx) =
3 sifx| =2
x° osix| =
fx) = {1 si|x| >1
4 six << —2
flx) =4 —2=x=2
—x+6 six>2
—x six =0
flx) =99 —x? si0<x=3
x—3 six >3

Gestion Curricular

Asignatura: Precdlculo |
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PORTAFOLIO
HABILIDAD FINAL DEL PORTAFOLIO

N° 07 - o
) e Utilizar instrumentos, técnicas y formulas, individual y
TRANSFORMACION grupalmente, para entender las funciones.

DE FUNCIONES

PRACTICA N° 7

Tema: TRANSFORMACION DE FUNCIONES

Ejercicios Propuestos

A. Nivel Basico

Desplazamientos vertical y horizontal

Sea ¢ un nimero real positivo. Los desplazamientos vertical y horizontal en la
grifica de y = f(x) estdn representados como sigue.

1. Desplazamiento vertical ¢ unidades hacia arriba: hix) = flx) + ¢
2. Desplazamiento vertical ¢ unidades hacia abajo: hix) = flx) — ¢
3. Desplazamiento horizontal ¢ unidades a la derecha: hix) = flx = ¢)

4. Desplazamiento horizontal ¢ unidades a la izquierda:  h(x) = f(x + ¢)

Reflexiones en los ejes de coordenadas

Las reflexiones en los ejes de coordenadas de la grifica de v = f(x) estin repre-
sentadas como sigue.

1. Lareflexién en el eje x: h(x) = —f(x)

2. La reflexion en el eje y: h(x) = f(—x)
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1. Use la grafica de f(x) =x* para escribir una ecuaciéon para cada
funcion cuya grafica se muestra.
(a) Y (b) ¥

2_

-2 _\

24

T \ T T
b ==
-
| |
3 —_—
| |
T T

(c) ¥ (dy

(S}

2. Use la grafica de f(x) =x® para escribir una ecuacion para cada

funcion cuya grafica se muestra.

(a) ¥ (b) ¥
3__
2__
1__
| —x | e e
-2 2 -1 1 2 3
(c) y (d) ¥
4+ 41 l
2+ I I —f—x
—4 4 8
I I —=x -4
-6 - 2
24+ g1
4 —124
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3. Use la grafica de f(x) =|x| para escribir una ecuacion para cada

funcion cuya grafica se muestra.

(a) (b) y

B. Nivel Medio
1. Trace la grafica de g.

25. g(x) = 12 — »? 26. g(x) = (x — 8)?
27. g(x) = x> + 7 28. glx) = —x* -1
29, o(x) = 322 + 4 30. g(x) = 2(x — 7)?

3. g(x) =2 —-(x+5P2 32 glx)=—(x+102+5
33 g(x) =3+ 20— 47 34 glx) = —3(x+ 27 -2

35. g(x) = V3x 36. g(x) = /x

37. g(x) =(x—1P+2 38, glx) =(x+3P-10
39. g(x) = 3(x — 2)° 40. g(x) = —=3(x + 1P

41. g(x) = —|x| = 2 42. g(x) = 6 — |x + 5|
43. glx) = =[x+ 4| +8 44 g(x)=|-x+3]+9
45. g(x) = =2|x = 1| — 4 46. g(x) =3|x - 2| = 3
47. g(x) =3 — [«] 48. g(x) = 2[x + 5]

9. g(x) = J/x—9 50. g(x) = Vx+4+8
5L g0)=V7T—-x-2 52.g(x)=-3/x+3-1
53, g(x) = /5x — 4 54. g(x) = V3x + 1
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2. Escriba una ecuacion para la funcion descrita por las caracteristicas

dadas.

35.

56.

57.

58.

59.

61.

62.

. La forma de f(x) =

La forma de f(x) = x2, pero desplazada tres unidades a
la derecha y siete unidades hacia abajo.

La forma de f(x) = x, pero desplazada dos unidades a
la 1zquierda, nueve unidades hacia arriba y reflejada en
el eje x.

La forma de f(x) = x?, pero desplazada 13 unidades a la
derecha.

La forma de f(x) = x?, pero desplazada seis unidades a la
1zquierda, seis unidades hacia abajo y reflejada en el eje y.

La forma de f(x) = |x|, pero desplazada 12 unidades
hacia arriba y reflejada en el eje x.

|x|, pero desplazada cuatro uni-
dades a la izquierda y ocho unidades hacia abajo.

La forma de f(x) = +/x. pero desplazada seis unidades
a la 1zquierda y reflejada en los ejes x y .

La forma de f(x) = /x, pero desplazada nueve unida-
des hacia abajo y reflejada en los ejes x y y.

3. Nivel Avanzado

63. Use la grifica de f(x) = x2? para escribir una ecuacion
para cada funcion cuya grifica se muestra.
(b) y

1 TTa,7n

3 : ——

Ejercicios Propuestos
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1. Trace la grafica de la funcion.

21 f(x) =x — 1 M. y= ~5Vx
22. f(x) =x*+5

23. f(x) = Vx + 1
24. f(x) = |x| =1

35. y = 3|x]|
36. vy

Il
2
-

25. f(x) = (x = 5)° My=(x-37+5

26. f(x) = (x + 1)2 8. y=Vx+4-3
27. f(x) = Vx + 4 39, y=3- %(t _ 1)2

28. f(x) = [x — 3] 4. y=2-Vx+1

29. = —x
f&) 4 y=|x+2] +2

30. f(x) = —|x|

3 y=Vx 42. y =2 — |x]|
3.y = Vx 43. y=3Vx+4-3
33 y=12 4. y=3-2x-1)7

2. Escriba la ecuacion.

f(x) = x%; desplazar hacia arriba 3 unidades
f(x) = x*; desplazar hacia abajo 1 unidad

f(x) = VXx; desplazar 2 unidades a la izquierda
flx) = Vx; desplazar 1 unidad a la derecha

f(x) = |x|; desplazar 3 unidades a la derecha y desplazar 1 uni-
dad hacia arriba

f(x) = | x|; desplazar 4 unidades a la izquierda y desplazar
1 unidad hacia abajo
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e Utilizar instrumentos, técnicas y formulas, individual y
FUNCIONES grupalmente, para entender las funciones.
INVERSAS

PRACTICA N° 7

Tema: FUNCIONES INVERSAS

¥ Funciones uno a uno

Comparemos las funciones fy g cuyos diagramas de flecha se muestran en la Figura 1.
Observe que f nunca toma el mismo valor dos veces (cualesquier dos mimeros en A tienen
imigenes diferentes), mientras que g toma el mismo valor dos veces (2 y 3 tienen la misma
imagen, 4). En simbolos, g(2) = g(3) pero fix;) # fix:) siempre que x; ¥ x». Las funciones
que tienen esta dltima propiedad se denominan wne a uno.

fesuno auno i Tl 25 UGy @ WD

DEFINICION DE UNA FUNCION UNO AUNO

Una funcién con dominio A se denomina funcidn uno a unoe si no hay dos elementos
de A que tengan la misma imagen, esto es,

f(x1) # f(x;) siempre que x, # x,

DEFINICION DE LA INVERSA DE UNA FUNCION

Sea f una funcidn uno a uno con dominio A y rango B. Entonces su funcién
inversa f ! tiene dominio B y rango A y estd definida por

i) =x & flx)=y

para cualquier v en B.
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A. Nivel Basico

Se da la grafica de una funcién f. Determine sif es uno a uno

1.—-
: 2.- y
i calll A

Respuesta: No Respuesta: Si

0 T
-.._______‘__-

Respuesta: No

Determine si la funcidn es uno a uno.

4, f(x)=-2x+4 Respuesta: Si

v

g (x) =V Respuesta: Si
6. h (x) =x% - 2x

7. f(x) =x*+5

8. f(x) = Xiz
9. Suponga que fes una funciéon uno a uno
a) Si f(2) = 7, encuentre f~1(7)

b) Sif~1(3) = —1, encuentre f(—1)

10.- Sif(x) = 5 — 2x, encuentre f~1(3)
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Use la propiedad de la funcion inversa para mostrar quefy g son inversas entre si
11.-f(x) =x—6, gx) =x+6
12.- f(x) = 2x -5, g(x) ==
13.- f(x)=§ ) g(x)=§
14-fx)=x*—4, x>0
gx) =Vx+4 ,x=>-4

15.- f(x):ﬁ o x#1

1
g(x)=;+1 , X+ 0

A. Nivel Medio

Encuentre la funcién inversa de f
16.-f(x) =2x+1

Respuesta: f~1(x) = %(x -1)
17.-f(x) =4x+ 7

18.-f(x) =7

19.-f(x) = —

1+3x
5-2x

20.- f(x) =
21.- f(x) =2 +5x
22.-fx) =4—x% x=0
23.- f(x) = 4+ Yx

24.- f(x) =1+V1 +x
25.-f(x) =x* x=0

26 Se da una funcion f

a) Bosqueje la grafica de f.
b) Use la grafica de f para bosquejar la grafica de f~1.
¢) Encuentref!

1.- fx) =3x—6

2.-fx) =vx+1
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Trace una grafica de fy empléela para determinar si la funcion es uno a uno
27.- f(x) =x® —x

X+12
X—6

28.- f(x) =

29.- f(x) = |x| — |x — 6]

Se da una funcién uno a uno
a) Encuentre la inversa de la funcién

b) Grafique tanto la funcién como su inversa en la misma pantalla para comprobar
que las graficas son reflexiones entre si en la recta y =x

30.- fx)=2+x
31.- g(x) =vx+3

32.- La funcién dad no es uno a uno. Restrinja su dominio de modo que la funcién
resultante sea uno a uno. Encuentre la inversa de la funcién con el dominio
restringido. (Hay mas de una respuesta correcta)

67

A
Fia

10 »

=]
-y

B. Nivel Avanzado

34.- Cuota por servicio. Por sus servicios, un investigador privado requiere una cuota
de retencion de $ 500 mas $80 por hora. Sea x el niumero de horas que el
investigador pasa trabajando en un caso.

a) Halle la funcion f que modela la cuota del investigador como una funcion de x
b) Encuentre f~!. éQué representa f1?

c) Encuentre f~1(1220).; Qué representa su respuesta?
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35.- Flujo de sangre. Cuando la sangre se mueve por una vena o arteria, su velocidad
v es mayor a lo largo del eje central y disminuye a medida que se incrementa la
distancia r desde el eje central (véase la figura). Para una arteria con radio 0.5cm,v
esta dada como una funcién de r por.

v(r) = 18500(0.25 — r?)

a) Encuentre v—1 . ¢éQué representa v=17?
b) Determine v~1(30).; qué representa su respuesta?

36.- Escalas de temperatura.- La relaciéon entre las escalas Fahrenheit (F) y Celsius
(C) esta dada por:

F(C) = §c+32

a) Encuentre F~1. {Qué representa F~1?
b) Determine F ~1(86). ¢Qué representa su respuesta ?

37.- Impuesto sobre la renta. En cierto pais, el impuesto por ingresos o iguales que
20000 euros es 10%.

Para ingresos de mas de 20000 euros, el impuesto es de 2000 euros mas 20% de
la cantidad sobre 20000 euros.

a) Encuentre una funcién f que proporciona el Impuesto sobre la renta por un
ingreso x. Exprese f como una funcién definida por partes

b) Encuentre f~! . ¢Qué representa f~1?

c) ¢Cuanto ingreso requeriria pagar un impuesto de 10000 euros?

38.- Costo de una pizza. Marcello’s Pizza fijo como precio base de la pizza grande $7
mas $2 por cada ingrediente. Por tanto, si usted ordena una pizza grande con x
ingredientes, el precio lo dard la funcién f(x) = 7 + 2x. Encuentre f~1. ¢Qué representa la
funcién f~1?

39.- Hallar una inversa “en su cabeza”. En las notas del margen de esta seccién se
sefald que la inversa de una funcidon se puede encontrar revirtiendo las operaciones
que constituyen la funcion. Por ejemplo, en el ejemplo 6 se vio que la inversa de

X+ 2
3

F(x)=3x—2 es fl(x)=

Porque el “inverso” de “multiplicar por 3 y restar 2” es “sumar 2 y dividir entre 3”.
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PORTAFOLIO

N° 09
FUNCIONES
POLINOMIALES Y
GRADO SUPERIOR

HABILIDAD FINAL DEL PORTAFOLIO

e Utilizar instrumentos, técnicas y formulas, individual y
grupalmente, para entender las funciones.

PRACTICA N° 9

Tema: FUNCIONES POLINOMIALES

Ejercicios Propuestos

A. Nivel Basico

En los Ejercicios 9-16, relacione la funcion polinomial con su
grafica. [Las graficas estan marcadas (a), (b), (d), (d), (e), (f),

(@ vy (h).]
(a) y (b)
—Eli —+ I__I — ;; v x
T
(©) ¥ (d) ¥
8 1 6
47: 4::
—+—— _\I —+— X 2::
—8 —4 1 4 3 —+
-4 s < B R
-+ - —+ 2 <4
—8 T -2
(e) hd (f) ¥
‘__ /4% /
R Ve /f
—q
-8 -

(2 ¥ (h) ¥
4
_|2 1 1 2|’ 1 T {ls X |_4|. I B 1 ‘_|z T x
i =2
-4 -4
9. flx) = —2x + 3 10. f(x) = x?2 — 4x
11. f(x) = —2x? — 5x 12, f(x) = 2x* — 3x + 1
13. f(x) = —3x* + 3x2 14. f(x) = —3x% + x> — 3
15. f(x) = x* + 2x3 16. f(x) = x5 — 2x3 + 3x aledupe | 55
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B. Nivel Medio

En los Ejercicios 21-30, describa el comportamiento a la
derecha e izquierda de la grafica de la funcién polinomial.

21. f(x) = sx3 + 4x 22, f(x) = 2x2 — 3x + 1
23. g(x) =5 —3x —3x2  24. h(x) =1 — x°

25. flx) = —2.1x° + 4x3 — 2

26. f(x) =4x°> —Tx + 6.5

27. f(x) = 6 — 2x + 4x? — 5x*
28. f(x) = (3x* — 2x + 5)/4

29. h(1) = —3(1> — 3t + 6)

30. f(s) = —%{53 + 552 —Ts + 1)

En los Ejercicios 35-50, (a) encuentre todos los ceros reales de
la funcion polinomial, (b) determine la multiplicidad de cada
cero y el niimero de puntos de inflexion de la grifica de la
funcion y (c) use una calculadora de graficas para graficar
la funcién y verificar sus respuestas.

35. flx) = x* — 36 36. f(x) = 81 — x?
t2—6r+9 38. flx) = x> + 10x + 25
39. f() = 3x3 +3x =3 40, f(x) = 2>+ 3x — 3
41. f(x) = 3x° — 12x> + 3x 42, glx) =5x(x> —2x — 1)
43. f(t) =1 — 82+ 16t 44, f(x) = x* — x* — 30x?
45, g(t) =1> — 613 + 9¢ 46. f(x) = x> + x* — 6x
47. f() = 3x* + 9x2 + 6 48. f(x) = 2x* — 2x2 — 40
49, g(x) =3 + 3x2 — 4x — 12
50. f(x) = x* — 4x? — 25x + 100
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C. Nivel Avanzado

97. ANALISIS NUMERICO Y GRAFICO Sec ha de cons-
truir una caja abierta a partir de una pieza cuadrada de
material, de 36 pulgadas por lado, cortando cuadrados
iguales con lados de longitud x desde las esquinas y vol-
teando hacia arriba los lados (vea figura).

Xie— 36 — 2y — =i X

(a) Escriba una funcién V(x) que represente el volumen
de la caja.

(b) Determine el dominio de la funcion.

(c) Use una calculadora de gréificas para crear una tabla
que muestre alturas x de la caja y los correspon-
dientes volimenes V. Use la tabla para estimar las
dimensiones que producirian un volumen maximo.

(d) Use una calculadora de graficas para graficar V' y use
la grafica para estimar el valor de x para el que V(x) sea
maximo. Compare su resultado con el del inciso (c).
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Ejercicios Propuestos

15-26 m Trace la grifica de la funcién polinomial. Asegiirese que
su grifica muestre todos los puntos de interseccion y exhiba el com-
portamiento final apropiado.

15. P(x) =
16. P(x) =
17. P(x) =
18. P(x)
19. P(x) =
20. P(x) =
21. P(x) =
23. P(x) =
25. P(x)

(x = 1)(x +2)
(r = Dx + D(x = 2)
x(x — 3)(x + 2)
=2x — 1)(x + 1)(x + 3)
(I —3)x +2)(3x - 2)
La(x — 57
(x — 1)%(x — 3) 22. P(x)
5+ 2)%(x — 3)* 24. P(x)
=x'(x + 2)(x —3)* 26. P(x)

i +1)%(x = 3)
(x = 1)*(x + 2’
(¢

x — 3)%(x + 1)

27-40 m Factorice el polinomio y use la forma factorizada para ha-
llar los ceros. A continuacion, trace la grifica.

~27.
29.
- 31.
33.
35.

37.

W
e

39.

P(x) = x’ — x* — 6x 28. P(x) = x* + 2x* — 8x

P(x) = —x* +x*+ 12x  30. P(x) = —2x> —x* + x
P(x) = x* = 3x + 2x? 32. P(x) = x> — 9x°
Px)=x"4+x—x—1 34 P(x) =x>+3x* —dx — 12
P(x) =2x* — x> — 18x + 9

P(x) = 3{23: + 3x7 — 16x — 24)°

P(x) =x*—2x" — 8 + 16

P(x) =x*—2x" + 8x — 16

P(x) =x*—3x* — 4 40. P(x) = x* —2x° + 1
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PORTAFOLIO
N° 10 HABILIDAD FINAL DEL PORTAFOLIO
FUNCIONES e Utilizar instrumentos, técnicas y formulas, individual y
RACIONALES grupalmente, para entender las funciones.

PRACTICA N° 10

Tema: FUNCIONES RACIONALES
Ejercicios Propuestos
A. Nivel Basico

Asintotas verticales y horizontales de una funcion racional
Sea fla funcién racional dada por

Nx) ax"+a,_x""'+---+ax+a,

Dk) bx™ + b,_x""'+ .- -+ bx+b,

flx) =

donde N(x) y D(x) no tienen factores comunes.
1. La grafica de ftiene asintotas verticales en los ceros de D(x).

2. La griéfica de ftiene una asintota horizontal, o ninguna, determinada al
comparar los grados de N(x) y D(x).

a. Sin < m, la grifica de ftiene la recta y = 0 (el eje x) como asintota
horizontal.

. . . a . - .
b. Sin = m, la gréfica de f tiene la recta y = — (razon entre los coeficientes
m

principales) como asintota horizontal.

¢. Sin > m,la grifica de f no tiene asintota horizontal.

En los Ejercicios 9-16, encuentre el dominio de la funcion e
identifique cualesquiera asintotas verticales y horizontales.

4 4
9. flx) = — 10. f(x) = ———
f) x? f) (x —2)°
5+ x 3 — Tx
1L () = 5 12. £0) = 375,
x3 4x2
13. f(x) = ﬁ 14. f(x) = -+ 2
15. F(x) = 3x2 + 1 16. F(x) = 3x?+x— 5

x2+x+9 x2+1
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B. Nivel Medio

En los Ejercicios 31-50, (a) exprese el dominio de la funcion,
(b) identifique todas las intersecciones con los ejes coordena-
dos, (c) encuentre cualesquiera asintotas verticales y horizon-
tales y (d) localice puntos adicionales de solucion, segiin sea
necesario, para trazar la grafica de la funcion racional.

31 f(x) = Ii 5 32. f(x) = . 1 3
33. h(x) = ! 34. glx) = :

x + 4 6—x
37. f(x) = Ifj 5 38. £() = - - %
39. g(s) = Sfi y 40. 700 = ¢ _l 2
a1 n(x) == ;5_'1: L A ;l_rg_ :
8. fl) = o3
“. 10 =35 __rzl; 1—_53 I
w0 =G e = P
7.0 =22 g = S
49. f(1) = f — 11 50. flx) = i " 26
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C. Nivel Avanzado

51.- Crecimiento poblacional. Suponga que la poblacién de conejos de la granja del

sefior Jenkins sigue la féormula
(o) = 3000t
P =

Donde t = 0 es el tiempo (en meses) desde el comienzo del afio

a) Trace una grafica de la poblacion de conejos
b) ¢éQué sucede finalmente con la poblacién de conejos)

52.- Concentracion del fdrmaco. Se monitorea la concetracién de farmacos en el
torrente sanguineo de un paciente al que le fueron administrados farmacos en el
instante t > 0(en horas desde la adminsitracién del farmaco), la concentracion (en
mg/L) se determina por:

5t

t) =
‘® =737

Indique la funcién ¢ con un dispositivo de graficacion

a)cCudl es la concentracion mas alta del farmaco que se alcanza en el
torrente sanguineo del paciente?

b)¢Qué sucede con la concentracion del farmaco despues de un periodo
largo?

c)éCudnto le toma a la concentracién disminuir debajo de 0.3 mg/L?

53.- El efecto Doppler. Cuando un tren se mueve hacia un observador (véase la
figura), el tono de su silbato suena mas alto para el observador que si el tren
estuviera en reposo, porque las ondas sonoras estdn mas cerca unas de otras.
Este fendmeno se llama efecto Doppler. El tono P observado es una funcién de
la velocidad v del tren y se expresa como.

=)

A%

Donde P, es el tono real del silbato en la fuente y S =332 esigual ala
velocidad del sonido en el aire. Suponga que un tren tiene un silbato
establecido de P, = 440HZ. Grafique la funcién y =P(v) por medio de un
dispositivo de graficacion. ¢éComo se puede interpretar fisicamente la asintota
vertical esta funcion?
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Ejercicios Propuestos

21-32 m Encuentre todas las asintotas horizontales y verticales (si

las hay).

21. r(x) = " E 5 22. r(x) = i"—l: : f

23. r(x) = xzﬁi > 4. r(x) = fzj ;j 1

O e IO
29. r(x) = 2x° T;;E-I- 6x 30. r(x) = x? + j: + 5x
3L 1(x) = ‘:_Jrf 32. r(x) = r:_+—_3:

65-72 m Encuentre la asintota diagonal, las asintotas verticales y
trace una grafica de la funcién.

x2 x> + 2x
65. r(x) = — 66. r(x) = —
2 Iy — 8 3y — 2
67. r(x) = - : 68. r(x) = 21 _12
x2+5x+ 4 ¥+ 4
69. = 70. r(x) =
r(x) x—3 r(x) 2x* +x — 1
3 + .2 2, i + 2
71. r(x) = - 5 _l 72. r(x) = %
X 4 X 1
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Unidad 1Ii

FUNCION EXPONENCIAL
y LOGARITMICA

RESULTADO DE APRENDIZAJE

Al finalizar la unidad el estudiante sera capaz de, resolver
ejercicios y problemas de aplicacién de funciones
exponenciales y logaritmicas, utilizando de manera
compresiva el lenguaje algebraico para expresar situaciones
problematicas cotidianas.
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PORTAFOLIO
N° 11 HABILIDAD FINAL DEL PORTAFOLIO
e Utilizar instrumentos, técnicas y formulas, individual y
FUNCIONES grupalmente, para entender la funcidén exponencial y los
EXPONENCIALY | logaritmos.
LOGARITMICA

PRACTICA N° 11

Tema: FUNCIONES EXPONENCIAL Y LOGARITMICA

Definicion de funcion exponencial

La funcién exponencial f con base a se denota por

/) = a

donde @ > 0, a # 1y x es cualquier nimero real.

Definicion de funcion logaritmica con base a
Para x > 0, a>0ya # 1,

y = log,x siy sélosix = a”.
La funcién dada por
f(x) = logﬂx léase como “logaritmo base a de x".

se llama la funcion logaritmica con base a.

Propiedades de los logaritmos.
1. log,1 = 0 porque a” = 1.

2. log,a = 1 porque a' = a.
3. log,a* = xya'e* =x Propiedades inversas

4. Silog, x = log,y, entonces x = y.  Propiedad biunivoca
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A. Nivel Basico
Use una calculadora para evaluar la funcion en los valores indicados. Redondee sus
respuestas a tres decimales.

1.-f(x) = 4% £(0.5), f(~/2), f(r0), £ (g) Respuesta: 2000,7.103,77.880,1.587

2800 = (2) " 1813),g(V5), 82, 8 (~3)

3

Bosqueje la grafica de la funcion construyendo una tabla de valores. Use una
calculadora si es necesario.

3.- f(x) =2*
4.-160 = (2)
5.- g(x) = 3¢e*

Grafique ambas funciones en un conjunto de ejes
6.- f(x) = 2% y gx) =27%
7.-f(x) = 4* y gx) = 7%

Encuentre la funcién exponencial f(x) = a* cuya grafica se muestra

8.-
J"i |
J 2.9 Respuesta: f(x) = 3*
1 I"'
/
i
..&/
AT M
9.-
\yw
1+ 1
2,._
AT .
5 B "3 x

Compare la funcidn exponencial con una de las graficas marcadas I-VI

10.- f(x) = 5%
11.-f(x) = 57%
12.- f(x) = 553
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B. Nivel Medio

Grafique la funcion.
12.-f(x) = —3%
13.-g(x) =2*-3
14.-h ) =4+ (2)
15.- f(x) = 10%*3
16.- f(x) = —e*
17-y=e*-1

18.- f(x) = X2
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Encuentre la funcion de la forma f(x) = Ca¥, cuya grafica es la siguiente

a) Bosqueje las graficas de f(x)=2* y g(x) =3(2%)

b) ¢Cémo se relacionan las graficas?

19.- Si f(x) = 10%, muestre que

fx+h)—f(x) _ (10h—1
h _10< h )

20.- La funcién coseno hiperbélico se define mediante

e*+e7¥

cosh(x) =

. 7o . 1 1 _ . -
Bosqueje las graficas de las funciones y = se y y=ze™ en los mismos ejes y
use la adicion grafica para bosquejar la gréafica de y=cosh(x)

C. Nivel Avanzado

21.- Decaimiento radioactivo. Una sustancia radiactiva se desintegra de tal manera
que la cantidad de masa que permanece después de tdias se expresa mediante la
funcion.

m(t) — 13e—0.015t
Donde m (t) se mide en kilogramos

a) Encuentre la masa en el tiempo t =0
b) ¢éCudnta masa permanece después de 45 dias?

22.- Paracaidismo. Un paracaidista salta desde una altura razonable del suelo. La
resistencia del aire que experimenta es proporcional a su velocidad, y la constante de
proporcionalidad es 0.2. Se puede demostrar que la velocidad de descenso del
paracaidista en el tiempo t se expresa como: v(t) =
80(1 —e™2Y)

Donde t se mide en segundos y v (t) se mide en pies por segundo (pies/s).
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a) Encuentre la velocidad inicial del paracaidista

b) Calcule la velocidad después de 5s y después de 10s

c) Dibuje la grafica de la funcidn de velocidad v(t)

d) La velocidad maxima de un objeto que cae con resistencia del viento se llama
su velocidad terminal. De la grafica del inciso c) encuentre la velocidad

terminal de este paracaidista.

u(t) = 80(1 — e70%)

23.- Crecimiento logistico. Las poblaciones animales no pueden crecer sin restriccidon
debido a la limitacion de habitat y suministros de alimento. En tales condiciones la
poblacién sigue un modelo de crecimiento logistico

PO = 1+ ket

Donde ¢, d y k son constantes positivas. Para cierta poblacion de peces, en un
pequefio estanque d=1200, k=11 ¢=02, y t se mide en afios. Los peces se
introdujeron en el estanque en el tiempo t=0.

a) ¢Cuantos peces se colocaron originalmente en el estanque?

b) Calcule la poblacién después de 10, 20 y 30 afios.

c¢) Evalle P(t) para valores grandes de t. ¢ A qué valor tiende la poblacién cuando
t— ooéla grafica mostrada confirma sus calculos?

PA
1200 S
1000

800 //
600 7
400
200
0 10 20 30 40¢

24.- Diametro de un arbol. Para cierto tipo de arbol el didametro D (en pies) depende
de la edad del arbol t (en afios) de acuerdo con el modelo de crecimiento logistico

5.4

DO = ——
® =T 79e0ort

Determine el didmetro de un arbol de 20 afos

A

- N WA Uy
[T Iy

(@))D)

SE @M

(=]
8_
%)
=]
<
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Interés compuesto.- Una inversiéon de 5000 dolares se deposita en una cuenta en la
gue el interés se capitaliza mensualmente. Complete la tabla llenando las cantidades
a las que crece la inversidn en los tiempos indicados o las tasas de interés.

r= 4% Tiempo
(anos) Cantidad

(= N B A O S

25.- Interés compuesto.- Si se invierten 10 000 ddlares a una tasa de interés de 10%
por afo, capitalizable semianualmente, encuentre el valor de la inversion después del
numero dado de afios.

a) 5 afos
b) 10 afios
c) 15 afios

26.- Interés compuesto. Si se invierten 3000 ddélares a una tasa de interés de 9%
por afo, encuentre la cantidad de la inversién al final de 5 anos para los siguientes
métodos de capitalizacion.

a) Anual

b) Semianual

¢) Mensual

d) Semanal

e) Por dia

f) Por hora

g) De manera continua

27.-Interés compuesto.- ¢Cudl de las tasas de interés dadas y periodos de
capitalizacion proporcionarian la mejor inversion?

i) 8%% por afio, capitalizable cada medio afo
i) 8%% por afo, capitalizable trimestralmente
iii) 8% por afio, capitalizable de forma continua

28.- Valor presente.- El valor presente de una suma de dinero es la cantidad que
se debe invertir ahora, a una determinada tasa de interés, para producir la suma
deseada e en una fecha posterior.

a) Encuentre el valor presente de 10 000 ddlares si se paga interés a una tasa de
9% por afio, capitalizable cada medio afio, durante tres afios.

b) Encuentre el valor presente de 100 000 ddlares si se paga interés a una tasa de
8% por afo, capitalizable mensualmente, durante 5 afos.
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1-2.- Complete la tabla con la forma exponencial logaritmica apropiada de la

ecuacion, como en el ejemplo I

1.- Forma Forma
logaritmica exponencial
logg8 =1
logg64 = 2
82k =4
8 =512
logs (5) = —1
872 =4

Exprese la ecuacién en forma exponencial

3.- a)logg25=2 b)logs1 =10
1 1

4.- a)logg2 = 3 b) log, 2= -3

5.- a) In5=x b)Iny =5

Exprese la ecuacion en forma logaritmica

6.- a)5% =125 b)10~* = 0.0001
-a)g1=1 -3_1

7.-2)871 =1 b)2% =1

8.-a)e* =2 b)e3 =y

Evalle la expresion

9.- a)logs3 b) logs 1 c)logs 32
10.- a)log;36 b) loge 81 c)log, 71°
11.- a)logs % b) log;o V10 c)logs 0.2
12.- a) 208237 b) 3 logs 8 ¢) elnVs
13.- a) logg 0.25 b) Ine* o) In (%)

Use la definicion de la funcion logaritmica para hallar x

14.- a)log,x=5 b) log, 16 = x
15.- a) logz 243 =x b) logzx =3
16.- a) log;ox =2 b) logsx = 2
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17.- a)logy16 =4 b) logX8=%

Use una calculadora para evaluar la expresidon, correcta hasta cuatro decimales.
2

18.- a)log2 b) log35.2 c) log (E)

19.- a)In5 b) In25.3 o) In(1++3)

Compare la funcion logaritmica con una de las grafuicas marcadas I-VI.
20.-f(x) = —Inx
21.-f(x) =2+ 1Inx

22.-f(x) =In(2 — x)

m y

| /11,2)

VI y
v y AR

23.-Dibuje la grafica de y = 4%, después utilicela para dibujar la grafica de y = log, x

Grafique la funcién sin trazar los puntos, sino a partir de las graficas iniciales.
Exprese el dominio, rango y asintota

24.- f(x) = log,(x — 4)
25.- g(x) = logs(—x)
26.- y =2 +logsx
26.-y=1-logipx

27.- y=|Inx|
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Encuentre el dominio de la funcién

28.- f(x) = log;o(x + 3) Respuesta: (—3,0)
29.- g(x) =logs(x?> — 1)

30.- h(x) =Inx +1In(2 — x)

Dibuje la grafica de la funcidon en un rectangulo de visién adecuado y empléela para
hallar el dominio, las asintotas vy los valores locales maximo y minimo

31.- y=log;o(1—x3?)
Respuesta: Dominio (—1,1)

' Asintotas verticales x =1, x=—1

7Ty

2 Local mdximo (0,0)

32.-y =x+Inx

_Inx

33.- y = =
Compare las tasas de crecimiento de las funciones

f(x) =Inx y g(x) =+vx Dibujando sus graficas en una pantalla comuan en el rectangulo
de vision [—1,30] por [—1,6].

Aplicaciones

79.-Fechado con carbono. La edad de un objeto antiguo se puede determinar por la
cantidad de carbono 14 radioactivo que permanece en él. Si D, es la cantidad original
de carbono 14 y D es la cantidad restante, entonces la edad A del objeto (en afio) se
determina por

A =-82671 <D>

Encuentre la edad de un objeto si la cantidad D de carbono 14 que permanece en el
objeto es 73% de la cantidad original D,.

80.- Inversién. El tiempo requerido para duplicar la cantidad de una inversion a una
tasa de interés capitalizable de manera continua esta dado por

In2
t=—
r
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Determine el tiempo requerido para duplicar una inversiéon en 6 por ciento y 8 por
ciento

PORTAFOLIO
N° 12 HABILIDAD FINAL DEL PORTAFOLIO
e Utilizar instrumentos, técnicas y formulas, individual y
ECUACIONES grupalmente, para entender la funcidén exponencial y los
EXPONENCIALY | logaritmos.
LOGARITMICA

PRACTICA N° 12

Tema: ECUACIONES EXPONENCIAL Y LOGARITMICA

Formula de cambio de base

Sean a, b y x nimeros reales positivos tales que a # 1 y b # 1. Entonces log, x
se puede convertir a una base diferente como sigue.

Base b Base 10 Base e
~_log, x __logx _Inx
log, x = log, a log, x = log a log, x = Ina

Propiedades de los logaritmos

Sea a un niimero positivo tal que @ # 1, y sea n un niimero real. Si # y v son
nimeros reales positivos, las siguientes propiedades son verdaderas.

Logaritmo con base a Logaritmo natural

1. Propiedad del producto: log, (uv) = log, u + log, v In(uv) =Inu + Inv
2. Propiedad del cociente: log, “= log, u — log, v In“=1Inu—Inv
v v

3. Propiedad de la potencia: log, u" = n log, u Inu"=nlnu

Estrategias para resolver ecuaciones exponenciales y logaritmicas

1. Reescriba la ecuacién original en una forma que permita usar las propiedades
biunivocas de funciones exponenciales o logaritmicas.

2. Reescriba una ecuacion exponencial en forma logaritmica y aplique la
propiedad inversa de las funciones logaritmicas.

3. Reescriba una ecuacion logaritmica en forma exponencial y aplique la
propiedad inversa de las funciones exponenciales.
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A. Nivel Basico

Evalle la expresion

1.- logs V27 Respuesta:%

2.- log4 +log 25

3.- log, 192 — log, 3

4.- log, 6 — log, 15 + log, 20

5.- log, 16100

6.- log(log 1010000

Use las leyes de los logaritmos para desarrollar la expresion.
7.-log,(2x) Respuesta: 1 + log, x
8.-log,(x(x— 1))

9.-log 61

10.- log,(AB?)

11.- logg(xﬁ)

12.- logs(Vx2 + 1)

13.-In+vab

14.-log (X3y4)

76

15.-log, (%)

16.- In <x\f2)

17.- log {/x% +y2

x2+4
18.- log /—(X2+1)(X3_7)2

19.-In (1)

3x+4
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Use las leyes de los logaritmos para combinar la expresion
20.-logs 5+ 5log; 2 Respuesta: logs; 160

21.-log, A +log, B—2log, C
22.- 4logx —%log(x2 +1)+2log (x—1)
23.-In5+ 2Inx+ 3In(x? + 5)

24.- %log(Zx +1)+ % [log(x — 4) — log(x* — x% — 1)]

B. Nivel Medio
25.- Distribucion de la riqueza. Vilfredo Pareto (1848-1923)

Observd que la mayor parte de la riqueza de un pais la poseen algunos miembros de
la poblacién. El Principio de Pareto es.

logP =logc —klogW

Donde W es el nivel de riqueza (cuanto dinero tiene una persona) y P es el numero
de personas en la poblaciéon que tiene esa cantidad de dinero.

a) Resuelva la ecuacién para P

b) Suponga que K=2.1, c=8000 y W se mide en millones de dodlares. Use el
inciso a) para hallar el nUmero de personas que tienen dos millones o mas.
¢Cuantas personas tienen 10 millones o mas?

26.- Magnitud de estrellas. La magnitud de M de una estrella es una media de cuan
brillante aparece una estrella para el ojo humano. Se define por:

B
M= —2.510gB—
0

Donde B es el brillo real de la estrella y B, es una constante.

a) Desarrolle el lado derecho de la ecuacion

b) Use el inciso a) para mostrar que mientras mas brillante es una estrella
menor es su magnitud

c) Betelgeuse es mas o menos 100 veces mas brillantes que Albiero. Use el
inciso a) para mostrar que Betelgeuse es cinco magnitudes menos que
Albiero.
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C. Nivel Basico
ECUACIONES EXPONENCIALES

Encuentre la solucion de la ecuacidn exponencial, correcta hasta cuatro decimales
1.- 10* = 25 Respuesta: 1.3979

2.- e"?* =7 Respuesta: —0.9730

3.-el™*=3
4.- 3¢ =10
5.-el™x =2

6.- 4+3% =8

7.- 89 =5

8.- 57¥/100 =2

9.- ™1 =200

10.- 5% =4x+1

11.- 23x+1 — 3x-2
50

12.- =4

1+e~X

13.- 100(1.042t = 300)

Resolver la ecuacién

14.-x22X-2¥=0 Respuesta: +1
15.- 4x3e™3X — 3x%e 3% =0
16.-e?*—3eX+2=0

17.- e +4e?*-21=0

Resolver la ecuacion logaritmica para x
18.-Inx = 10 Respuesta: e'?,22026
19.-logx = -2

20.- log(3x+5) =2

21.-2-In(3—-x)=0

22.- log, 3 +log, x =log, 5 + log,(x — 2)

23.- logx + log(x — 1) = log(4x)
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24.- log(x+1) —logs(x—1) =2
25.- logg(x —5) +loge(x+3) =1
26.- ¢Para qué valor de x se cumple lo siguiente?

log(x + 3) = logx + log 3

2

27.- Despeje x: 2lossx =

1
16

Use un dispositivo de graficacién para hallar las soluciones de la ecuacion,
correcta hasta dos decimales.

28.- Inx =3 —x Respuesta: 2.21
29.- x3 —x=log(x+ 1)

30.- ¥ = —x

31.- 47X =+x

Resuelva la identidad
32.-log(x—2) +1log(9 —x) <1

33.-2<10*<5

D. Nivel Medio

34.-Interés compuesto.- Una persona invierte 5000 ddlares en una cuenta que
paga 8.5% de interés anual, capitalizable cada trimestre.

a) Encuentre la cantidad después de tres afios

b) éCuanto tiempo tomara para que se duplique la inversion?

35.-Interés Compuesto.- Calcule el tiempo requerido para que una inversiéon de 5000
dolares crezca a 8000 a una tasa de interés de 7.5% por afio, capitalizable cada
trimestre.

36.-Duplicar una inversion. ¢En cuanto tiempo se duplica una inversion de 1000
dolares si la tasa de interés es de 8.5 % anual, capitalizable de manera continua?

37.-Rendimiento porcentual anual. Encuentre el rendimiento porcentual anual para
que una inversion que gana 8% anual, capitalizable mensualmente.

38.-Decaimiento radioactivo. Una muestra de 15 g de yodo radioactivo se desintegra
de una manera que la masa restante después de t dias estd dada por m(t) =
15e70%87t donde m(t) se mide en gramos. éDespués de cuantos dias hay sélo 5g
restantes?
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39.-Poblacion de peces. Un lago pequeiio contiene cierta especie de pez. La
poblacidon se modela mediante la funcion

10
T 1+44e708t

Donde P es el niumero de peces en miles y t se mide en afos desde que se
aprovisiono el lago.

a) Encuentre la poblaciéon de peces después de tres afios.
b) ¢después de cuantos afios la poblacion de peces llega a 50007?

40.- Presion atmosférica. La presion atmosférica P (en kilo pascales, K Pa) a la
altura h ( en kildbmetros, Km) estd gobernada por la formula

() =+
"\p/) T Tk

Donde k = 7y P, = 100 KPa. Son constantes
a) Despeje P de la ecuacion
b) Use el inciso a) para calcular la presion P a una altitud de 4Km

41.-Circuitos electronicos. Un circuito electrénico contiene una bateria que produce
un voltaje de 60 volts (V), un resistor con una resistencia de 13 ohms (Q), y un
inductor con una inductancia de 5 henrys (H), como se muestra en la figura. Por
medio del célculo, se puede demostrar que la corriente 1=1I(t) (en amperes, A) t

, . . 60 Zist
segundos después de que se cierra el interruptor es | = 3 (1 —es )

a) Use esta ecuacidon para expresar el tiempo t como una funcién de la corriente I
b) ¢Después de cuantos segundos la corriente es 2A?

130

|
s

Switch
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42.- Bajo condiciones ideales de laboratorio, el niumero de bacterias crece con el

tiempo como se indica en la siguiente tabla:

Tiempo
t, hrs.

Numero de bacterias

N, x10°

27

47

82

143

250

437

760

1322

2300

4000

POl (N|O|O|BR|W|IN|F|O

6900

a.- Dibuja una grafica que ilustre el crecimiento de la poblacién de bacterias con el
tiempo.

0

b.- ¢Crees que la poblacién de bacterias crece uniformemente, o lo hace de algun otro
modo? Argumenta tu respuesta.
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e Utilizar instrumentos, técnicas y formulas, individual y
MODELADO grupalmente, para entender la funciéon exponencial y los
EXPONENCIALY | logaritmos.
LOGARITMICA

PRACTICA N° 13

Tema: MODELADO EXPONENCIAL Y LOGARITMICA

Introduccion

Los cinco tipos mas comunes de modelos matematicos que contienen funciones expo-
nenciales y logaritmicas son como sigue:

1. Modelo de crecimiento exponencial: y=ae® b>0

2. Modelo de desintegracion exponencial: y = ae ™, b > 0

3. Modelo de Gauss: y = ae~x—b’/e
4. Modelo de crecimiento logistico: y = B
’ 1 + be™™
5. Modelos logaritmicos: yv=a+blnx, y=a+ blogx

CRECIMIENTO EXPONENCIAL (TASA DE CRECIMIENTO RELATIVA)

Una poblacion que experimenta un crecimiento exponencial aumenta de acuerdo
con el modelo

nt) = nge”
donde n(t) = poblacién en el tiempo
n; = tamano inicial de la poblacidén
r = tasa de crecimiento relativa (expresada como una proporcién de
la poblacion)
I = tiempo
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Calcular el valor de cada una de las siguientes expresiones aproximando hasta
milésimos (tres cifras decimales).

In6 In10 In8 In0.8 In15 In 25
1. — 2. —— 3. —— 4, —— 5. — 6. —— 7.
In2 In5 In0.2 In 4 In3 In5
In100 In 80
8. ——
In10 In8
Calcule el valordey en y= Aekx, para los valores dados de A, k y x.
9.A =100,k =0.75,x =4 10. A =25,k =0.5x= 10
11. A=1000,k=-1.8,x=2 12.A=12.5k=-0.04,x =50
Resuelva para k. Deje cada respuesta expresada en logaritmos naturales.
2k 10k A 4k A 100k
13. 5000 = 50e 14. 75 = 150ee 15. EZAE 16. E:Ae
17. Un cultivo de bacterias crece de acuerdo con la formula y =10,000e*®, donde x es

el tiempo, expresado en dias. Calcule el nimero de bacterias que habra después de 1
semana.

18. Calcule el nimero de bacterias que hay en el cultivo del Ejercicio 17, después de
que ha proliferado durante 12 horas.

19. (Cuanto tiempo se necesitara para que se triplique el cultivo de bacterias del
Ejercicio 177

20. ¢Cuanto tiempo hara falta para que el niumero de bacterias del Ejercicio 17 llegue
a 1,000,0007?

21. Cierta sustancia radiactiva se descompone de acuerdo con la formula exponencial
_ —0.04t
S=S.e

donde S, es la cantidad inicial de la sustancia y S es la cantidad de dicha sustancia
que queda después de t afios. Si al principio hay 50 gramos de la sustancia radiactiva,
écuanto tiempo se necesitara para que se descomponga la mitad?

22. Demuestre usted que, cuando se resuelve para t la formula del Ejercicio 21, el
resultado es

t:—25lni
S

0

23. Una sustancia radiactiva esta desintegrandose de acuerdo con la féormula y = Ae®,

donde x es el tiempo, en anos. Se tiene la cantidad inicial A = 10 gramos y, después
de 5 afios, quedan 8 gramos.

(a) Encuentre el valor de k. Deje la respuesta expresada en logaritmo natural.

(b) Calcule la cantidad restante después de 10 anos.
(c) Calcule la vida media, aproximando hasta el décimo mas cercano de un ano.
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24. La vida media del radio es de 1690 afios, aproximadamente. Un laboratorio tiene
50 miligramos de radio.

(a) Utilice la vida media al resolver para k la ecuacién y=AekX. Deje la respuesta

expresada en logaritmo natural.
(b) Aproximando a las decenas de afios mas cercanas, écuanto tiempo se necesitara
para que so6lo queden 40 miligramos?

25. Supongamos que 5 gramos de una sustancia radiactiva se descomponen a razoén
de 4 gramos por cada 30 segundos. ¢Cudl es su vida media, aproximada hasta la
décima de segundo mas cercana?

26. (Cuanto tiempo se necesita para que se desintegren las dos terceras partes del
material radiactivo del Ejercicio 25? Aproxime su respuesta a la décima de segundo
mas cercana.

27. Cuando se estudid por primera vez el crecimiento demografico de cierta ciudad,
tenia una poblacién de 22,000 habitantes. Se encontré que la poblacion P, en funcién
del tiempo (en afios), crecia de acuerdo con la férmula exponencial

P =(22,000)(10°"**%)

¢Cuanto tiempo tardara en duplicarse la poblacion?

28. (Cuanto tiempo hard falta para que se triplique la poblacién de la ciudad
mencionada en el Ejercicio 277

29. Se ha descubierto que una momia egipcia contiene el 60% de su **C. Con
aproximacion al siglo mas cercano, équé antigliedad tiene la momia? (Observacion: si

, 3
A es la cantidad original de **C, la cantidad restante serd EA)

30. Un esqueleto contiene la centésima parte de la cantidad original de **C.
Aproximando el valor al milenio mas cercano, écual es la antigliedad del esqueleto?

31. Responda la misma pregunta del Ejercicio 30, si sélo queda una millonésima del
14
C.

Use una calculadora que tenga la tecla exponencial y la de logaritmo natural (ex), para
contestar las siguientes preguntas.

32. Supongamos que una inversién de $10,000 gana réditos con la tasa del 9% de
interés compuesto anual. Si el tiempo de depodsito de la inversién es de un afio (t =
1), encuentre usted el valor de la inversidn para cada uno de los siguientes periodos
de aplicacién del interés compuesto:

(a) n = 4 (trimestrales) (b) n = 12 (mensuales) (c) n = 52 (semanales)
(d) n = 365 (diarios) (e) continuamente.

33. Siga las instrucciones del Ejercicio 32, pero aumente a 5 afios el tiempo de
depdsito de la inversion.

34. Calcule el interés ganado en cada caso del Ejercicio 32.

35. Siga las instrucciones del Ejercicio 32, pero cambie a 3.5 afios el tiempo de
depdsito de la inversion.
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36. Supongamos que se invierten $1500 a rédito con la tasa de 8% de interés
compuesto continuamente, anual. ¢Qué cantidad habrd en depdsito después de 5
anos? ¢ Y después de 10 anos?

37. La sefiorita Rivera deposita $5000 al 9% de interés anual. ¢Cuanto tiempo
necesitara para que se duplique su inversién? éCuanto tiempo tardard, si la tasa de
interés fuera el 12%?

38. {Cuanto tiempo se necesitara para que se duplique una inversién de $1000, si
gana el 12% de interés compuesto, continuo, anual? ¢Cuanto tiempo tardara en
triplicarse?

39. Una inversion de $1000 gana réditos a la tasa del r% compuesto, continuo, anual.
Si la inversién se duplica en 5 anos, écudl es el valor de r?

40. {Cuanto tiempo hace falta para que se duplique una inversion de $4000, si gana
réditos con la tasa del 8% de interés anual, compuesto trimestralmente?

41. En el Ejercicio 40, écuanto tiempo se necesitaria, si los periodos de aplicacion del
interés compuesto fueran mensuales?

42. Una inversion P gana el 9% de interés anual. compuesto continuamente. Después
de 3 afnos, el valor de la inversion es de $5000. Encuentre usted la cantidad inicial P.

(Sugerencia: resuelva para P la formula A=Pe".)
43. Conteste la pregunta del Ejercicio 42 empleando 6 afios como tiempo de depdsito.

44. Una inversion P gana el 8% de interés anual, compuesto en periodos trimestrales.
Después de un afo, el valor de la inversion es de $5000. Encuentre la cantidad inicial

n
r
P. (Sugerencia: resuelva A= P(1+ Hj para P.)

45. ({Qué suma de dinero se debe invertir a la tasa de interés del 12% anual,
compuesto en periodos mensuales, para lograr que el valor de la inversion ascienda a

n
r
$20,000 después de 5 aflos? (Sugerencia: resuelva usted A, = P(l+—j para P.)
n

46. Una colonia de bacterias tiene una poblacién inicial de 800.000 individuos y se
duplica cada 3 horas. Se pide:

i. Escriba la ecuacién que describe el crecimiento de la colonia por cada hora.
ii. Grafique esa funcién.

iii. ¢Qué poblacidén habra después de 5 horas?

iv. éCuantos nuevos individuos habra entre la séptima y octava hora?

47. A causa de una profunda recesidon econdmica una poblacion decrece a razéon de
1,5% cada afio. En el inicio la poblacién era de 350.000 habitantes. Suponga que
la situacién se mantiene por tres afios ¢Cual serd la poblacion en ese momento?
(aproxime el resultado entero mas préximo)
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48.-Cultivo de bacterias. El numero de bacterias en un cultivo se modela
mediante la funcion.
n(t) = 500e%45t

Donde t se mide en horas.

a) ¢Cudl es el numero inicial de la bacteria?

b) ¢cudl es la tasa relativa de crecimiento de esta poblacién?

c) <¢Cudntas bacterias estan en el cultivo después de tres horas?

d) ¢Después de cuantas horas la cantidad de bacterias llega a 10 000?

49.- Poblacion de zorros. La poblacion de zorros en cierta region tiene una tasa de
crecimiento relativa de 8% por ano. Se estima que la poblacién en 2000 fue 18000

a) Encuentre una funcién que modele la poblacién t afios después del afio 2000

b) Use la funcion del inciso a) para estimar la poblacion de zorros en el afio 2008.

c) Trace una grafica de la funcion de poblacion de zorros para los afos 2000-2008

50.-Poblacién de una ciudad. La poblacién de cierta ciudad fue 112 000 en 1998, vy la
tasa de crecimiento relativa observada es 4% por afio.

a) Encuentre una funcion que modele la poblacion después de t afios.

b) Encuentre la poblacion proyectada en el afio 2004

c) ¢En qué afio la poblacién llega a 200 0007
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51.-Poblacion de venados. En la grafica se muestra la poblacién de venados en un
condado de Pennsylvania entre 1996 y 2000. Suponga que la poblacion crece de
forma exponencial.

a) ¢Cual es la poblacidon de venados en 19967

b) Encuentre una funcion que modele la poblacién de venados t aflos después de
1996.

c) ¢Cual es la poblacién de venados proyectada en 2004?

d) ¢En qué afio la poblacion de venados llega a 100 000?

n(t) A

(431000) -
30000 e
S
- S
Poblacién 20000 =
de venados
10 000

-~ Y

Afios desde 1996

52.-Cultivo de bacterias. Un cultivo comienza con 8600 bacterias. Después de una
hora la cuenta es 10 000.

a) Encuentre wuna funcion que modele el nimero de bacterias n(t) después de
t horas.

b) Encuentre el nUmero de bacterias después de dos horas.

c) ¢Después de cuantas horas se duplica el nUmero de bacterias?

53.- Poblaciéon Mundial. La poblacién del mundo fue 5.7 miles de millones en 1995 y la
tasa de crecimiento relativa observada fue 2% al afio.

a) ¢En qué afio se habra duplicado la poblacion?

b) ¢En qué afio se habra triplicado la poblacion?

54.-Bacterias infecciosas. Una cepa infecciosa de bacterias se incrementa a una tasa
de crecimiento relativa de 200% por hora. Cuando cierta cantidad critica de bacterias
estd presente en el torrente sanguineo, una persona se enferma. Si una sola bacteria
infecta a una persona, la concentraciéon critica se alcanza en 24 horas. éCuanto
tiempo toma alcanzar la concentracidén critica si la persona es infectada con 10
bacterias?

55.- Cesio Radioactivo. L a vida media del cesio 137 son 30 afios. Suponga que se
tiene una muestra de 10g.

a) Encuentre una funcién que modele la masa restante después de t afios

b) éQué cantidad de la muestra queda después de 80 anos?

c) éDespués de cuanto tiempo sélo quedaran 18 mg de la muestra?

56.-Estroncio radioactivo.- La vida media el estroncio 90 son 28 afios. {Cuanto
tiempo tarda una muestra de 50 mg en desintegrase a una masa de 32 mg?
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Unidad IV

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

RESULTADO DE APRENDIZAJE

Al finalizar la unidad, el estudiante sera capaz de resolver
ejercicios y problemas de una funcidon trigonométrica
utilizando instrumentos, técnicas y formulas en entornos
formales y fisicos.
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PORTAFOLIO

N° 14 HABILIDAD FINAL DEL PORTAFOLIO
MEDICIONES Y e Utilizar instrumentos, técnicas y formulas, individual y

FUNCIONES
TRIGONOMETRICAS

grupalmente, para entender la trigonometria.

PRACTICA N° 14

Tema: MEDICIONES Y FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

1. Sistema Sexagesimal
Su unidad angular es el grado
sexagesimal(19); el cual es
equiva-lente a la 360%@ parte
del angulo de una vuelta.

10:ﬂ -> 1V 360°
360
Equivalencias:

10=60"| 1'=60"|1°=3600"

2. Sistema Radial o Circular o
Internancional
Su unidad es el radian, el cual
es un angulo que subtiene un
arco de longitud equivalente al
radio de la circunferencia

respectiva.
B
r
r
1 rad
0 r

mxAOB=1rad
lrad= v 21 1V=2arad| =

27
6,2832
Nota

Como 7= 3,141592653...

CONVERSION DE SISTEMAS

Factor de Conversion Es un cociente

“conveniente” de dos magnitudes

angulares equivalentes.

Magnitudes angulares equivalentes

< 1 vuelta : 1 v 360°=4009=2xrad
< Llano 1 1/2v 180°=2009=rrad
Grados : 90 =109

Ejemplos:

Convertir a radianes la siguiente magnitud
angular =120

Resolucién:
Magnitud Factor de
equivalente Conversiéon
#rad
arad = 1800
18009
—120 mad _ 7
1800 15

2.1 Sistema Sexagesimal

Su unidad angular es el grado
sexagesimal(1°); el cual es
equiva-lente a la 3602 parte
del angulo de una vuelta.

1V

10=—— > 1v 3600
360

Equivalencias:

10=60" 1'=60" 1°=3600"
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Encuentre la medida en radianes del angulo con la medida de grados dada.
1.-72° Respuesta: 2?“; 1.257 rad
2.- —45°
3.- =75°
4.- 1080°
5.- 96°
6.- 7.5°

Encuentre la medida en grados del angulo con la medida en radianes dada

7.- 7?“ Respuesta: 210°

5T
8.- —
4

9.- 3

10.- —1.2

11.- =
10

2T
12.- =

Se da la medida de un angulo es posicién estandar. Encuentre dos angulos positivos
y dos angulos negativos que son coterminales con el angulo dado.
13.- 50° Respuesta: 410°,770° —310° —670

31
14.- =

15.- - =
4

Se dan las medidas de dos angulos en posicion estandar. Determine si los angulos

son coterminales.
16.- 70°, 430° Respuesta: Si

5m 17T
17.- —,—
6 6

18.- 155°, 875°

Encuentre el angulo entre 0° y 360° que es coterminal con el angulo dado.
19.- 733° Respuesta: 13°

20.- 1110°

21.- —800°
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Tema: ARCO Y SECTOR CIRCULAR

Una porcién cualquiera de una
circunferencia, recibe el nombre de
“Arco” de la circunferencia.

B

AB: Arco AB

A: Origen del arco AB

B: Extremo del arco AB

O: Centro de la
circunferencia

R: Radio de la
circunferencia

Amplitud
Dada por la medida del angulo
central que sostiene el arco.

Longitud de Arco
En una circunferencia de radio “R” un

angulo central de “0” radianes
determina una longitud de arco “L”,
que se calcula multiplicando el
numero de radianes “0” y el radio de
la circunferencia “R".

Orad L

AN

L: Longitud del arco AB

R: Radio de la circunferencia

0: N© de radianes del angulo
central (0<0 2 <n)

L=R.0

1. ARCO

2. SECTOR CIRCULAR :
Se llama sector circular a la region :
circular limitada por dos radios y el arco 1
correspondiente. :

<) AOB: Sector Circular AOB :
PR B i

R/ S oR2 | |
/ Orad S= > :
] 0o-r %A i
Donde: i

S: Area del sector circular AOB
Otras formulas
A E

R i

0 L S = B :

2 i

R i

B i

A i

0<)orad S| g L’ i
20 E

B |
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A. Nivel Basico

1.- Encuentre la longitud del arco s en la figura

5

<

2.- Encuentre el raaio r ael circulo en la figura

3.- Encuentre la longitud de un arco que subtiende a un angulo central de 2 radianes
en un circulo de radio 2.

4.- Un arco de longitud 100 m subtiende un angulo central 8 en un circulo de radio 50
m. Encuentre la media de 6 en grados y radianes.

5.- Determine el radio del circulo si un arco de longitud 6m en el circulo subtiende un
angulo central de 135°

6.- Encuentre el area del sector mostrado en cada figura:

a) b)

7.- Encuentre el area de un sector con un angulo central 1 radian en un circulo de
radio 10 m.

8.- El area de un sector de un circulo con un angulo central de 2 radianes es 16 m?.
Encuentre el radio del circulo.

9.- El drea de un circulo es 72 cm?. Encuentre el area de un sector de este circulo
que subtiende un angulo central de gradianes.
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B. Nivel Medio

10.- Distancia Recorrida. Las ruedas de un automoévil miden 28 pulgadas de
diametro. ¢Qué tan lejos viajara el automovil (en millas) si sus ruedas giran 10 000
veces sin deslizamiento?

11.- Latitudes. Pittsburgh Pennsylvania y Miami Florida, se encuentra
aproximadamente sobre el mismo meridiano. Pittsburgh tiene una latitud de 40.5° N
y Miami 25.5° N. Encuentre la distancia entre estas dos ciudades. (El radio de la
Tierra es 3960 millas)

11.- Orbita de la tierra. Encuentre la distancia que viaja la tierra en un dia y su
trayectoria alrededor del Sol. Suponga que un afio tiene 365 y que la trayectoria de
la tierra alrededor del sol es un circulo de radio 93 millones de millas. (La trayectoria
de la Tierra alrededor del sol es en realidad una elipse con el Sol en un foco. Esta
elipse, sin embargo, tiene excentricidad muy pequefia, asi que es aproximadamente
circular.)

12.- Millas Nauticas. Encuentre la distancia a lo largo de un arco en la superficie de
la tierra que subtiende un angulo central de 1 minuta (1 minuto = édegrado). La
distancia se llama una milla ndutica. ( El radio de la Tierra mide 3960 millas).

13.-Limpia parabrisas. Los extremos superior e inferior de una hoja de limpia
parabrisas estdn a 34 pulg. Y 14 pulg. Del punto central, respectivamente. Mientras
estd en operacion el limpiador abarca 135°. Encuentre el area barrida por la hoja.
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Tema: RAZONES TRIGONOMETRICAS

RAZONES TRIGONOMETRICAS

Las razones trigonométricas son nUmeros:
que resultan de dividir dos lados de un:
triangulo rectangulo.

TRIANGULO RECTANGULO

C Hipotenusa
a
t
e
t
0

A |

Cateto
c b
B! 3 1 C

“La suma de cuadrados de los catetos es
igual al cuadrado de la hipotenusa”.

a’+ b%=c2
Teorema
“Los angulos agudos de un triangulo

rectangulo son complementarios”.

A+B =900

DEFINICION DE LAS RAZONESE
TRIGONOMETRICAS PARA UN;
ANGULO AGUDO. i

Dado el tridangulo ABC, recto en “B”, segun!
. . . 1
la figura, se establecen las siguientes;

definiciones para el dngulo agudo “a": [
A i

p :

b !

C !

a :

B--l 1 C :

Seno = Cat'.op _°. Cosp
Hip b
Cosa = Cat.gdy -2 _sen §]
Hip.
Catop. ¢
T = =—=Ct
g Catady a 9p
Ctg o = Cat.ady _a_ Tgp
Catop. ¢
Sec a =&=E=CSCB
Catady a
Csca = Hip. :E:SecB
Catop ¢
Ejemplo:

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
:
1
En un triangulo rectangulo ABC (recto en i
C), se sabe que la suma de catetos es !
igual “k” veces la hipotenusa. Calcular la :
suma de los senos de los angulos agudos
del tridngulo. :
1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

Resolucion:
Notese que en el enunciado del problema
tenemos:

a+b=k.c
Nos piden calcular

Sena + Senp :i+E
cC C
_a+b
Cc
. ke
Luego: Sena + Senff=-"" =k
¢
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En los Ejercicios 5-8, encuentre los valores exactos de las seis
funciones trigonométricas del dngulo @ que se ilustra en a
figura. (Use el teorema de Pitigoras para hallar el tercer lado
del tridngulo.)

L
™
o
| |
=
e
=
[ |
h

A

4

En los Ejercicios 9-12, encuentre los valores exactos de las seis
funciones trigonométricas del angulo @ para cada uno de los
dos tridngulos. Explique por qué los valores de la funcion son

iguales.

g, 10. IE
,:‘ 8
f o1 5
15

11. 3 12.
<

.QE‘S

Gestion Curricular
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En los Ejercicios 13-20, frace un tridngulo rectingulo que
corresponda a la funcion trigonométrica del angulo agudo 6.
Use el teorema de Pitdgoras para determinar el tercer lado y
a continuacion encuentre las otras cinco funciones trigono-
métricas de 8.

13, tn =1 4. cosf=1
15, sec =1 16. tan 8=
17 senfi=1 8. secf="4
19. cotf =3 2. csc =9

En los Ejercicios 21-30, construya un tridngulo apropiado
para completar la tabla. (0° < 8 < 90°,0 < 0 = =f2)

Funcign ~ 8(grad)  8(rad) Valor de la funcidn
21. sen Rl
22, cos 45°
T
s -
. I
T
4. tan 3
3
25. cot —
o 3
26. csc J2
T
27, s -
e .
T
8. s -
sen 1
29, cot |
e
2 3
30 tan 3
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En los Ejercicios 31-36, use el valor o valores de la funcion
dada, asi como identidades trigonoméiricas (incluidas las de
cofuncion), para hallar las funciones trigonométricas indi-
cadas.

3L senﬁl]“=%3, cnsﬁﬂ“=%

{a) sen 30° ib) cos 30°

{c) tan 60° {d) cot60°
32.5&n3l]°=1, tnn3»(]°=§

2 3

{a) csc 30° b} cot 60°

ic) cos 30° id) cot 30°
33 cosf=1

{a) sen & (b) tan #

ic) sec @ (d) csc(90° — 6)
M osech=35

{a) cos & (b) cot @

ic) cot(90° — @) id) sen @
Boeotae=5

{(a) tan @ (b) csca

ic) cot(90° — a) id) cos a
3. cos = E

4
{a) sec B ib) sen 8
(c) cot B (d) sen(90° — B)

En los Ejercicios 37-46, use identidades trigonométricas para
transformar el lado (miembro) izquierdo de la ecuacidn en el
lado (miembro) derecho (0 < @ < =/2).

3. tan ficot B = |

38 cosfsecf=1

39. tan @ cos @ = sen o

40. cot asen o = cos

41. (1 + sen 8)(1 — sen #) = cos® #

42, (1 + cos 8)(1 — cos 8) = sen® #

43. (sec # + tan #)(sec # — tan f) = |

44, sen”  — cos’ B =2sen’ f — |

=

) i
45. =0 o8 = csc Asec @
cos @ sen
tan § + cot B .
—_— = f
tan B

En los Ejercicios 47-56, use calculadora para evaluar cada fun-
cion. Redondee las respuestas a cuatro lugares decimales.
(Asegirese que la calculadora esté en el modo correcto de
angulos.)

47. (a) sen 10°

48. (a) tan 23.5°

49, (a) sen 16.35°
50. (a) cot 79.56°
51. (a) cos4°50° 157
52, (a) sec 42*12'
53. (a) cot 117 15"
54. (a) sec 56787 10"
55. (a) csc32°40'3"

Gestion Curricular
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(b} cos 80°

(b} cot 66.5°

ib) csc 16.35°

(b) sec 79.56°

(b) sec 4°50° 15"

(b) csc48° 7'

(b) tan 11° 15’

(b} cos 56° 810"

(b) tan44° 28" 16"

56. (a) sec(- 20 +32)° (b) cot(? - 30 + 32

En los Ejercicios 57-62, encuentre los valores de @ en grados
(0° < @ < 90°) y radianes (0 < 8 < =/2) sin ayuda de cal-

culadora.
57. (a) sen B = %
2
58. (a) cos @ = £
2
59, (a) secf=2
60, (a) tan A = ﬁ
2
6l. (a) csc B = Lﬁ
3
62 @ corf= L
. Lt =—
(a) co 3

(b) csc =12
(b) tan # = |
(b) cotd =1
(b) cusﬁ'=%
{b) sen @ = "2
(b) sec 8= /2

En los Ejercicios 63-66, despeje x, y o r como se indica.

63. Despeje y.

18 ¥

65, Despeje x.

ail°

X

64, Despeje x.
30
7 [
X
66. Despeje r.
/ 20
45°

67. EDIFICIO EMPIRE STATE Supongamos que usted se
encuentra de pie a 45 metros de distancia de la base del
edificio Empire State. Estima que el dngulo de ele-
vacidn hasta el piso 86 (el observatorio) es 82°. Si la
altura total del edificio es de otros 123 metros arriba del
piso 86, ;cudl es la altura aproximada del edificio? Uno
de sus amigos estd en el piso 86. ;Cuil es la distancia

entre usted y su amigo?
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Tema: ANGULO DE ELEVACION Y DEPRESION

a : Angulo de Elevacion

Visual horizontal B

aﬁ}..‘.,.m‘.................._............_.................-....-

D Angulo de depresién

Angulo de elevacion

Visual horizontal ¢
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1. Una persona halla que la elevacién angular de una torre es de “8” si avanza 6m.
Hacia la torre su elevacion es de 45° y acercdndose 4m mas su elevacion es de
“'90° — 0"”. Hallar la altura de la torre si la persona mide 2m.

2. Dos moviles A y B parten de un punto P el movil A en el rumbo NBE y el mévil B en
el rumbo S20E cuando A recorre 8m, B recorre 15m y la distancia que los separa
en ese momento es 17m.
¢Cual es el valor de “9"?

3. Un avion que esta por aterrizar observa en su misma trayectoria la pista de
aterrizaje de extension igual al doble de la altura que se encuentra. Si ve al
extremo mas alejado con un angulo de depresidon de 22°30’. Calcular el angulo de
depresidén con que observa al otro extremo.

4. Un movil se desplaza 40 km. segun el rumbo S60°0 con respecto a un punto luego
se desplaza 20km. Segun el rumbo N60°0.
Hallar el desplazamiento total con respecto a su nueva ubicacion.

5. Una hormiga observa la parte superior de un arbol con un angulo de elevacién “'8”.
Cuando la distancia que los separa se ha reducido a la tercera parte, el nuevo
angulo de elevacién se ha duplicado.

Calcular “e”

6. Desde un punto al SUR de una torre se observa a su parte superior con un angulo
de elevacioén “'9".
El observador avanza en el rumbo NOE hasta ubicarse exactamente al ESTE de la
torre.
Calcular el angulo de elevacién con que se observa nuevamente la parte superior
de la torre esta nueva posicién.

7. Desde lo alto de un acantilado de 21 m de altura se observa una boya en el mar
con un angulo de depresién de 16°. Calcular aproximadamente la distancia de la
boya al pie del acantilado.

8. Desde un punto en el suelo se observa la parte mas alta de un edificio de 81 m. de
altura con un angulo de elevacion cuya tangente es 1,8. éQué distancia hay entre
la base del edificio y el punto de observacion?

9. Un globo aerostatico se encuentra entre dos pueblos que estan separados 10km. Y
los observa con angulos de depresion de 37° y 53°. ¢A qué altura se encuentra
volando el globo?

10.A 20 m. de un poste, se observa el foco de parte superior con un angulo de
elevacion cuya tangente es 0,5 ¢éCuanto habrd que acercarnos al poste en la
misma direccion para ver el foco con un angulo de elevacion que es el
complemento del anterior?

11. Desde lo alto de una cima se observan los puntos "A” y "B” distantes a 20m. y 50

m. del pie de la cima con angulo de depresion “x” e “y”.
Determinar la altura de la cima., sabiendo que se cumple:
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.
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3
Tanx — Tany = 10

Un nifio de 1m de estatura se dirige hacia un edificio, en un instante dado se
detiene y observa la azotea del edificio con un angulo de elevacion de 37° , luego
avanza 7m y vuelve a observar el punto anterior con un angulo de elevacién de
45¢° | Calcule la altura del edificio.

Calcular el mayor angulo formado por las direcciones:

SELS NiNE
2> Y Ny

Un basquetbolista observa la copa de un arbol con un angulo de elevacién de 37°,
si la persona dista 8m. del arbol. Calcular el valor del angulo de observacion del
arbol, sabiendo que la altura de la persona es la cuarta parte de la del arbol en
mencion.

Un pato que se encuentra sobre una laguna se percata de la presencia de un
cazador a 14m, el ave alza vuelo en linea recta con un angulo de 53° alejandose.
El cazador hace un tiro certero con un angulo de 37°. Calcular la distancia de vuelo
del a ave antes de caer muerta.

Un arbol se encuentra sobre una ladera la cual tiene una inclinacion de 23° con la
horizontal. A una distancia de 30 m. colina abajo desde el pie del arbol, el angulo
de elevacioén hasta su parte superior es de 53°. Calcule la altura del arbol.

Un avion en picada, es observado desde un punto de tierra con una angulo de
elevacion de 60° y una visual de 800 m, luego de pasar sobre dicho punto de
observaciéon es observado nuevamente desde dicho punto con un angulo de
elevacion de 30° y una visual de 600 m. éCon que angulo de inclinacion, con
respecto de la horizontal cae dicho avion?

Una cuerda elastica se mantiene unida a un poste y a tierra manteniéndole poste
verticalmente. Al medio dia un movimiento telurico hace que el poste sufra una
inclinacion proyectando una sombra la cual es la mitad del poste. Si antes y
después del temblor el angulo formado por las cuerda y la tierra eran de 53° yé.
Calcular aproximadamente Tan6

Pepe observa la parte mas alta de un faro con un angulo de elevacion 8", si se
acerca hacia el faro un distancia “'d”’m observa al punto anterior con un angulo de
elevacion 26 y a un punto que esta “x’m debajo y en la misma vertical del punto
anterior con un angulo de elevaciéne. Hallar x.

En el camino hacia la cima de una colina esa inclinada un angulo “«” respecto a la
horizontal. Si desde la cima se divisa un punto del plano horizontal que pasa por la
base de la colina con un angulo de depresién@. Calcular la altura de la colina si

dicho punto se encuentra a 180m. de la base de la colina. Ademas:

Ct—3 Cte—12
ota=z y otd =+
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21.A, B, C son tres puntos que se encuentran al OESTE, SO y SUR de un punto P
respectivamente si desde B se observa a los puntos A y C en las direcciones NaO y
SaE respectivamt.

Hallar el valor de la tangente del angulo CAP, si BC=5 y BA=6.

22.Dos barcos salen de un punto en direcciones que forman un angulo recto, siendo el
primero de ellos en la direccion EBN (8 < 45°), si después de navegar ambos
barcos cierto tiempo a la misma velocidad desde el primero se al segundo en la
direccion S27°0.
¢En qué direccion salié el segundo barco?

23.Desde un punto a 28m. de altura sobre el nivel de las cristalinas y quietas aguas
de una laguna se observa a un globo con un angulo de elevacién de 53° y su
imagen reflejada en la laguna con un angulo de depresidna. ¢éA qué altura esta el
globo obre el nivel de la laguna?
Si: Csca = 1,025

24.Un avidn que esta por aterrizar observa en su misma trayectoria la pista de
aterrizaje de extension igual al doble de la altura que se encuentra. Si ve al
extremo mas alejado con un angulo de depresion de 22°30'. Calcular el angulo de
depresion con que observa al otro extremo.

25.Desde un punto al SUR de una torre se observa a su parte superior con un angulo
de elevacion “'e”.
El observador avanza en el rumbo N6E hasta ubicarse exactamente al ESTE de la
torre.
Calcular el angulo de elevacién con que se observa nuevamente la parte superior
de la torre esta nueva posicidn.

26. Desde un punto situado al SUR de una torre se observa la parte mas alta de esta
con un angulo de elevacion de 30° y desde otro punto situado al ESTE de la torre el
angulo de elevacién es de 45°.

Hallar la longitud de la torre si la distancia entre los dos puntos de observaciéon es
de 10m.

27.Desde un faro se observa a dos barcos A y B en las direcciones N35°0 y S55°0
respectivamente, en este mismo instante B es observado desde A en la direccidén
S255°0, si la velocidad de A es de 24km/h, la velocidad de B es de 24+/3 km/h y la
distancia inicial de A al faro es de 5km. Hallar la distancia entre A y B al cabo de
una hora y 15 minutos.
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PRACTICA N° 15

Tema: GRAFICA DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

...........................

1. FUNCION SENO

a. Definicion

a. Definicion

1. FUNCION COSENO

Sen = {(x; y) /y = Senx}

Cos = {(x; y) / y=Cosx}

DOM (SEN): “x” € <-o; »> 0 IR
RAN (SEN): “Y” e [-1; 1]

Grafico de la Funcién SENO

» Una parte de la grafica de la
funciéon seno se repite por
tramos de longitud 2r. Esto
guiere decir que la grafica de
la funcion seno es periddica
de periodo 2z Por lo tanto
todo analisis y calculo del
dominio y rango se hace en el
siguiente grafico:

DOM (COS): “x”
RAN (COS): “Y”

S
S

<
[_

1

Grafico de la Funcion COSENO

-o; o> 0 IR
1-

I

» Una parte de la grafica de la :
funcion coseno se repite por
tramos de longitud 2x Esto':
quiere decir que la gréfica de la
funcién coseno es periodo 2r.
Por la tanto todo analisis y
calculo del dominio y rango se
hace en el siguiente gréfico:

T(Senx=2n)

1 ________________
[
0| n/2 TE‘:' 3n/2  2n R
1
2n - X e
X 0| n/2| =n| 3n/2| 2=
Y=Cosx 1 0| -1 0 1
X /2 | n | 3n/2 | 2r
Y=Senx 1 0 -1 0 Nota
El periodo de wuna funcion
Nota Coseno se denota asi:
El periodo de una funcion se
representa por la letra "T”
Entonces el periodo de la funcién _
seno se denota asi: T(Cosx=2r)

Gestion Curricular
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PORTAFOLIO
N° 15 HABILIDAD FINAL DEL PORTAFOLIO
GRAFICA DE e Utilizar instrumentos, técnicas y formulas, individual y
grupalmente, para entender la trigonometria.
FUNCIONES
TRIGONOMETRICAS



HABILIDADES Y APLICACIONES

En los Ejercicios 5-18, encuentre el periodo y amplitud.

5. y=12sen5x

Il y=—4senx

13, y = 3sen lx
5 4

15. ¥ =§cus?r

17. y = =sen 2T
y =7 senlmx

6. y=3cos x

¥

I oom
10, v=-cos—
’ 2
E..
- i
9
1".
12. y = —cos—
’ 3
Ky= ﬁsen b
5
16. y = Ecnsi
8 y= 2 mx
. ¥ 31:05 m

Gestion Curricular
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En los Ejercicios 19-26, describa la relacion entre las grificas
de fy ¢. Considere la amplitud, periodo y desplazamientos.

19. f(x) = senx 20. f(x) = cosx
glx) = sen(x — =) glx) = coslx + m)
2. fix) = cos 2x 22, flx) = sen 3x

gly) = —cos 2x glx) = sen(—3x)
23 flx) = cos x . flx) = senx

glx) = cos 2 glx) = sen 3x
25, fix) = sen 2x 26. flx) = cos dx

glr) =3 + sen x glr) = =2 + cosdx

En los Ejercicios 27-30, describa la relacion entre las grificas
de fy ¢. Considere la amplitud, periodo y desplazamientos.

En los Ejercicios 31-38, grafique fy ¢ en el mismo conjunto
de ejes de coordenadas. (Incluya dos periodos.)

3. flx) = —2senx 32. flx) = senx
gly) = 4dsenx gly) = seni

3. flx) = cos x
glx) =2+ cosx

M. flx) = 2 cos 2
glx) = —cosdx
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3 flx) = —%seng 36. f(x) = 4 sen mx

1
gly)=13- —SEII£ glx) = dsen mx — 3

22
3. flx) = 2cosx
glx) = 2 cos(x + m)

38, flx) = —cosx

glx) = —coslx — o)

En los Ejercicios 39-60, trace la grifica de la funcion. (Incluya
dos periodos.)

3. y=5senx 40. _1'=&5enx
4. v= %cus x 42, y=4cosx
43. v = cos % 44. v = sen dx
45. v = cos 2mx 46. v = sen?
0. v= 2mx & v=—10 mr
. ¥ sen = . ¥ cos
T
9 v= s.en(x - ;) 50. y = senlx — 2m)
T
5. y=3coslx + o) 5. y= 4{:05(1 + I)
2y i
53 jr=2—senT 54, }'=—3+5cusE

55.y=2+ :—Ucns 6wy 56, y=2cosx — 3

Pt

57. y=3coslx+ m) —3 58

et
I

4{:05(1 + 3) + 4
4

59 v= —u:rus(£ - 3) 60. y = —3coslox + 7)

En los Ejercicios 61-66, ¢ estd relacionada a una funcidn prin-
cipal f(x) = sen(x) o f(x) = cos(x). (a) Describa la secuencia
de transformaciones de f a g. (b) Trace la grifica de g. (0) Use
notacién de funciones para escribir g en términos de f.

61. glx) = sen(dxr — m) 62. g(x) = sen(2x + )

Gestion Curricular
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RAZONAMIENTO GRAFICO En los Ejercicios 73-76,
encuentre a y d para la funcion f(x) = a cos x + d tal que la
grifica de f se relacione con la figura.

13. ¥ 4. y

RAZONAMIENTO GRAFICO En los Ejercicios 77-80,
encuentre a, b y ¢ para la funcién f(x) = a sen(bx — ¢) tal
que la grifica de f se relacione con la figura.

77. ¥ T8. ¥
3l
24
1—-: f :
- L X *
=3+
80. ¥

63. glx) = coslx — m) +2 6d. glx) = | + coslx + =) % Enlos Ejercicios B1 y 82, use una calculadora de grificas para

65. glx) = 2 sen(dx — @) — 3 66. g(x) = 4 — sen(2x + @)

En los Ejercicios 67-72, use una calculadora de grificas para
graficar la funcidn. Incluya dos periodos. Asegiirese de esco-
ger una pantalla apropiada.

2
67. y=—2sen(dx + w) 68, y=—4 sen(ix - g)

6% y= cns(?m’ - 12_1') +1
0. y= 3cns(E + E) -2
' 2 2

: 1
71 y = —0.1 wn(% + rr) T2 y = oo sen 120w

graficar y, y y; en el intervalo [—2#, 2m). Use las grificas
para hallar nimeros reales x tales que y, = y,.

8L v, = senx
1

=73 Y2 = -1

B2 y, =cosx

En los Ejercicios 83-86, escriba una ecuacion para la funcidn
descrita por las caracteristicas indicadas.

83. Una curva senoidal con periodo de 7, una amplitud de
2, un desfase derecho de /2 y una traslacién vertical
de I unidad hacia arriba.
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87.

. Una curva senoidal con periodo de 4, amplitud de 3,

desfasamiento izquierdo de /4 y traslacién vertical de
1 unidad hacia abajo.

. Una curva cosenoidal con periodo de r, amplitud de 1,

desfasamiento izquierdo de 7 y traslacion vertical de %
de unidad hacia abajo.

. Una curva cosenoidal con periodo de 47, amplitud de 3,

desfasamiento derecho de /2 y traslacién vertical de 2
unidades hacia arriba.

CICLO RESPIRATORIO  Para una persona en reposo, la

velocidad v (en liros por segundo) de flujo de aire duran-

te un ciclo respiratorio (el tiempo desde que se inicia una

respiracion hasta el inicio de la siguiente) esti dada por
()

v = (.85 sen % donde 1 es el tiempo (en segundos). (La

inhalacidn ocurre cuando v > 0 y la exhalacién, cuando

v i)

(a) Encuentre el tiempo para un ciclo respiratorio com-
pleto.

{(b) Encuentre el mimero de ciclos por minuto.

(c) Trace la grifica de la funcidn de velocidad.

. CICLO RESPIRATORIO Después de hacer ejercicio

unos minutos, una persona tiene un ciclo respiratorio para
el cual la velocidad de flujo de aire se aproxima con

Fit
v = 1.75sen FE donde 1 es el tiempo {en segundos). (La

inhalacién ocurre cuando v > 0 y la exhalacién, cuando

v <)

(2) Encuentre el tiempo para un ciclo respiratorio com-
pleto.

(b) Encuentre el nimero de ciclos por minuto.
{c) Trace la grifica de la funcién de velocidad.

. ANALISIS DE DATOS: METEOROLOGIA La tabla
siguiente muestra las temperaturas altas diarias maxi-

mas en Las Vegas L y en International Falls J (en grados
Fahrenheit) para el mes ¢, con t = | correspondiente a

enero. (Fuente: National Climate Data Center)
Mes, t Las Vegas, L. International Falls,
1 511 13.8
2 63.0 224
3 69.5 349
4 78.1 515
5 818 66.6
6 08.9 74.2
7 104.1 78.6
8 1018 76.3
9 938 64.7
10 80.8 51.7
11 66.0 325
12 513 18.1

90.

9.

9.

Gestion Curricular
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{a) Un modelo para la temperatura en Las Vegas estd
dado por

Li) = 80.60 + 23.50 cns(% - 3.6?).

Encuentre un modelo trigonométrico para Inter-
national Falls.

{b) Use una caleuladora de grificas para graficar los pun-
tos de datos y el modelo para las temperaturas en Las
Vegas. ;Qué tan bien se ajusta el modelo a los datos?

(c) Use una calculadora de grificas para graficar los
puntos de datos y el modelo para las temperaturas
en International Falls. ;Qué tan bien se ajusta el
modelo a los datos?

{d) Use los modelos para estimar el promedio de tem-
peratura maxima en cada ciudad. jCudl término de
los modelos usé usted? Expligue.

{e) ;Cudl es el periodo de cada modelo? ; Los periodos
son lo que usted esperaba? Explique.

(f) ;Cuil cindad tiene la mayor variabilidad en tempe-
ratura en todo el afo? [ Cudl factor de los modelos
determina esta variabilidad? Explique.

SALUD La funcion dada por

P =100 - 20 cos %

aproxima la presidn sanguinea P (en milimetros de mer-
curio) en el tiempo ¢ (en segundos) para una persona en
TEPOSO.

(a) Encuentre el periodo de la funcidn.

{b) Encuentre el nimero de pulsaciones por minuto.

AFINACION DE UN PIANO Al afinar un piano, un

técnico golpea un diapasén para la nota de la arriba de

la do mayor, y ajusta un movimiento ondulatorio que

puede ser aproximado con y = 0.001 sen 88071, donde

f s el tiempo (en segundos).

{a) ;Cudl es el periodo de la funcion?

{b) La frecuencia f estd dada por f = 1/p. ;Cuil es la
frecuencia de la nota?

ANALISIS DE DATOS: ASTRONOMIA Los porcenta-

jes v (en forma decimal) de la cara de la Luna que estu-

vo iluminada el dia x en el afio 2009, donde x = | repre-

senta el | de enero, se muestran en la tabla.  (Fuente:

U.S. Naval Observatory)

4 0.5
11 1.0
18 0.5
26 0.0
33 0.5
40 1.0
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Funciones Trigonométricas Inversas

Definicion de funcion seno inversa

La funcidn seno inversa se define por
YV = arcsen x sl y solo si SEny = X

donde —1 = x = ly —#/2 = y = «/2. El dominio de y = arcsen x es
[—1. 1], en tanto que el rango es [— /2, =/2].

Definiciones de las funciones trigonométricas inversas
Funcién Dominio Rango
S ™ L
v=arcsenxsiysolosiseny = x —1l=x=1 _EEFEE
v=arccos xsiysolosicosy = x —1l=x=1 D=y=mw
C ™ ™
y = arctan x si y sélo sitany = x —wmexr<oe —5<y<y

Propiedades inversas de funciones trigonométricas

Si—l=x=ly—mf2 =y = «wf2, entonces
senlarcsen x) = x y arcsen(sen v) = y.
Si—1=x=1y0 =y = 7 entonces
coslarccos x) = x y arccos(cos v) = y.
Si x es un nimero real y —w/2 < v < w/2, entonces

tanlarctan x) = x y arctan(tan v) = y.
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HABILIDADES Y APLICACIONES

En los Ejercicios 5-20, evalde la expresion sin usar cal-
culadora.

5. amsan‘é b. arcsen ()

1. amc:ur; 8. arccos ()
\.E

9, an:l:mT 10. arctan(])

N J
11. cos™' ——) 12, sen"(—T)

2
13. arctan(-+/3)

14, arctan 3
1 J2
15, arccos| — = 16. arcsen—
2 2
17. sen™’ —é 18, tan™! —L@
. sEN ) an 3
19, tan~'0 20, cos~' 1

| En los Ejercicios 21 y 22, use una calculadora de grificas para
graficar f, g y y = x en la misma pantalla para verificar
geométricamente que g sea la funcion inversa de f. (Asegiirese
de restringir en forma apropiada el dominio de f.)

21. fix) = senx, glx) = arcsenx

22, fix) = tanx, glx) = arctan x

| En los Ejercicios 2340, use una calculadora para evaluar la
expresion. Redondee el resultado a dos lugares decimales.

23, arccos 0.37 24, arcsen (.65

25, arcsen(—0.75) 26. arccos(—0.7)
27. arctan(—3) 28. arctan 25

29, sen' 0.3 30. cos™' 0.26

3. arccos(—041) 32, arcsen(—0.125)
33, arctan 0.92 M. arctan 2.8

5. msan.%1 36. amms[—i]

.ot 38, tan”!(-3)

39 tnn'l[— /) 40. tnn'l(— ‘.ﬁ]

Gestion Curricular
Asignatura: Precdlculo |

En los Ejercicios 41 y 42, determine las coordenadas faltantes
de los puntos sobre la grifica de la funcidn.

41. d 41, y
y=arctan x

[T
1 1
}

—

da

i

|
-

'l

I o ke |

1
T
e
1
I
™
-

En los Ejercicios 43-48, use una funcién trigonomeétrica inver-
sa para escribir 8 como funcion de x.

431 4,
x X
] ]
4 4
45, 46.
) r+? atl
i ]
10
47 48.
Ir
=1
] ]
x+3 =1

En los Ejercicios 49-54, use las propiedades de las funciones tri-
gonomeétricas inversas para evaluar la expresion.

49. senlarcsen 0.3)
51. cos[arccos(—0.1)]

50. tan(arctan 45)
52. senfarcsen(—0.2)]

7
54. arccos|cos ?ﬂ)

53. arcsen(sen 37)
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En los Ejercicios 55-66, encuentre el valor exacto de la expre-

x—12
sin. (Sugerencia: trace un tridngulo rectingulo.) 52, ascong— — = arctan( ). |r—2| =2

55. sen[:m:tnn f] 56. sec[amseng] o B
[ En los Ejercicios 83 y 84, trace una grifica de la funcion y
57. cos(tan~" 2) 38 m(ms—l “_) compare la grifica de ¢ con la de f(x) = arcsen x.
5
59, coslarcsen %} 60, csc[arctan[—]-;}] 83. glo) = arcsen(x — 1)
61. se:c[amtan(—%]] 62. tan[a.rcsen{—%]] 84, glx) = :m:sen%
63. sen[nn:cns{—ﬂ] 64. cot (arctan EJ

ed
s

65. cx[ Cﬂs_l( £ )J 66. m[sen_ J(_ MT@)J % Enlos Ejercicios 85-90, trace una grifica de la funcion.

85. v = 2arccos x

Il En los Ejercicios 67-76, escriba una expresidn algebraica que 86. gli) = arccos(t + 2)
sea equivalente a |a expresion. (Sugerencia: trace un tridngu- 87. flx) = arctan 2x

lo rectingulo, como se demuestra en el Ejemplo 7.) .
88. flx) = = + arctan x
67. cotlarctan x) 2

68. sen(arctan x) 89. hiv) = tanlarccos v)

69. coslarcsen 2x) 9. flx) = arccos —
70. seclarctan 3x) !

1. .
08 3 ¥ n los Ejercicios 91-96, use una calculadora de grificas para

72. seclarcsen(x — 1)] graficar la funcion.

73, tan(a.ml:us %) 91. flx) = 2 arccos(2x)

| 92. f(x) = marcsen(4x)
74. -:ut(a.rclan ;) 93. f(x) = arctan(2x — 3)

. 94. f(x) = =3 + arctan(mx)
> cm(ﬂmm _’5) 95. f(x) = 7 - sen'lG)

r—h
76. cus[nrcsen )

r 9. f(x) = g + cos™!

(S

-

T

En los Ejercicios 77 y 78, use una calculadora de graficas para o ) ) o

graficar f'y g en la misma pantalla para verificar que las dos % nlos Ejercicios 97 y 98, escriba la funcidn en términos de la

funciones sean iguales. Explique por qué son iguales.  funcion senocon el uso de la identidad

Identifique cualesquiera asintotas de las grificas. Acosof + Bsenof = JATT sen(f.ut + actan %)

Xy
71. fla) = senfarctan 2o, glx) = Jtae Use una calculadora de graficas para graficar ambas formas
. Ny de la funcidn. ;Qué implica la grafica?
7. fla) = ""“(*m”“ 5)- glo) =— 97. £(1) = 3cos 2t + 3sen 2

98. f(r) = 4 cos mr + Isen
En los Ejercicios 79-82, llene el espacio en blanco.
9 I En los Ejercicios 99-104, llene el espacio en blanco. Si no es
79. arctan— = arcsen[ ), x#0 posible, exprese la razon. (Nota: la notacion x—sc* indica
* que x se aproxima a ¢ desde la derecha y x— ¢~ indica que

36 —_ - . o
%0, arcsen X arccos| ), 0<x<6 se aproxima a ¢ desde la izquierda.)
99, Cuando x— 1~ el valor de arcsen x—
1. mcm; = a_n:sen' } 100. Cuando x— 1~ el valor de arccos x—
=2+ 10
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101.

Cuando x— oo, el valor de arctan x—

102. Cuando x— — 1%, el valor de arcsen x—

103.
104.

105.

Cuando x— — 17, el valor de arccos x—
Cuando x— —o2, el valor de arctan x—

ATRACARUNBOTE Un bote es jalado por medio de
un malacate situado en un muelle a 5 pies sobre la cu-
bierta del bote (vea figura). Sea # el dngulo de eleva-
cion del bote al malacate y sea s la longitud de la cuer-
da del malacate al bote.

(a) Escriba # como funcién de s.
(b) Hallar 6 cuando s = 40 pies y s = 20 pies.

106. FOTOGRAFIA Una cimara de television al nivel del

suelo estd filmando el despegue de un transbordador
espacial en un punto a 750 metros de la plataforma de
lanzamiento (vea figura). Sea 6 el dngulo de elevacién
del transbordador y sea s la altura del transbordador.

(a) Escriba # como funcion de s.

(b) Encuentre # cuando s = 300 metros y s = 1200
metros.

. FOTOGRAFIA Un fotégrafo esti tomando una

fotografia de una pintura de tres pies de alto colgada
en una galeria de arte. El lente de la cimara estia | pie
debajo del borde inferior de la pintura (vea figura). El
dngulo f subtendido por el lente de la cdmara a x pies
de la pintura es

B = arctan 314, x>0

2
x-

Gestion Curricular
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(a) Use una calculadora de grificas para graficar f como
funcién de x.

(b) Mueva el cursor alo largo de la grifica para aproximar
la distancia desde la pintura cuando 8 sea miximo.

(c) Identifique la asintota de la grifica y discuta su
significado en el contexto del problema.

108. ANGULO DE REPOSO GRANULAR  Diferentes tipos de

sustancias granulares se asientan naturalmente a diferentes
dngulos cuando se almacenan en pilas en forma de conos.
Este dngulo 6 se denomina dngulo de reposo (vea figura).
Cuando sal de piedra se almacena en una pila en forma de
cono de 11 pies de alto, el didmetro de la base de la pila es
de unos 34 pies.  (Fuente: Bulk-Store Structures, Inc.)

1t

BERE
Ay -
- =

7

(a) Encuentre el dngulo de reposo para sal de piedra.

(b) ;Cudl es la altura de la pila de sal de piedra que
tiene un didmetro de 100 pies en la base?

109. ANGULO DE REPOSO GRANULAR Cuando se alma-

cena maiz integral en una pila en forma de cono de 20 pies
de alto, el didmetro de la base de la pila es de unos 82 pies.

(a) Encuentre el dngulo de reposo del maiz integral.

(b) ;Cudl es la altura de la pila de maiz que tiene un
didmetro de base de 100 pies?

110. ANGULO DE ELEVACION Un avi6n vuela a una alti-

tud de 6 millas hacia un punto directamente sobre un
observador. Considere # y x como se ve en la figura.

(a) Escriba # como funcion de x.
(b) Encuentre f cuando x = 7 millas y x = | milla.
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PORTAFOLIO
P i HABILIDAD FINAL DEL PORTAFOLIO
e Utilizar instrumentos, técnicas y formulas, individual y
IDENTIDADES grupalmente, para entender la trigonometria.
TRIGONOMETRICAS

PRACTICA N° 16

Tema: IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS

IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS FUNDAMENTALES

Identidades reciprocas
1 1 1

csCx =—— SEC X = cotx = ——
SEen x oS X tan x
senx COS X
tanx = cotx =
COs X SEn X
ldentidades pitagdricas
sen’x + cos’x = | tan’x + 1 = sec’x 1 + cot’x = csc’x
Identidades pares e impares
sen(—x) = —senx cos(—x) = cosx tan(—x) = —tanx

Identidades de cofuncion

m m

Ny ——u = C05 M fan| — —u = cot i
2 2
m m

Cins ?_I-! = sEnu cot E_I-! = tam u

T

S'EC(— - ;.r) = CSC N
2
T

cs-c:(— - ;.r) = seC i
2

GUIA PARA DEMOSTRAR IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS

1. Empezar con un lado. Escoger un lado de la ecuacidn y escribirlo. El obje-
tivo es transformarlo en el otro lado. Suele ser mas ficil empezar con el lado
mis complicado.

2. Usar identidades conocidas. Use dlgebra y las identidades que conozca
para cambiar el lado con el que empezd. Lleve las expresiones fraccionarias a
un denominador comiin, factorice y use las identidades fundamentales para
simplificar expresiones.

3. Convertir a senos y cosenos. 51 se ha guedado bloqueado, puede que en-
cuentre Gtil reescribir todas las funciones en términos de senos y cosenos.
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1. IDENTIDAD TRIGONOMETRICA

Una identidad trigonométrica es una igualdad que contiene
expresiones trigonomeétricas que se cumplen para todo valor admisible
de la variable.

Ejemplos

Identidad Algebraica: (a+b)2 = a2 + 2ab +
Identidad Trigonomeétrica: Sen26 + Cos20 =
Ecuacién Trigonométrica: Sen6 + Cos6 =1
90° Cumple

309 No cumple

b2
1

Para: ©
Para: ©

2. IDENTIDADES FUNDAMENTALES

Las identidades trigonométricas fundamentales sirven de base para la
demostracién de otras identidades mas complejas.
Se clasifican:

e Pitagdricas

e Por cociente

e Reciprocas

2.1IDENTIDADES PITAGORICAS

I. Sen20 + Cos?0 =1
II. 1 + Tan206 = SecZ20
ITI. 1 + Cot206 = Csc?20
Demostracién I
Sabemos que X2 + y2 = r2
2 2
X
—2+y——1
r r
y2 X2
;5 =1 Sen29 + Cos28 =1 l.q.q.d.

2.2 IDENTIDADES POR COCIENTE

I.
Tano = Seﬂ
Coso
II.
SenoO
Demostracion I
y
Tano = —ORDEI\I'A\D'AQX=L=Sene L.qg.q.d.
ABSCISA X X Co9®
r
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2.3 IDENTIDADES RECIPROCAS

I. SenO . Csco =1
II. CosO . Seco =1
III. Tand . Coto = 1
Demostracion I
yr
?.§=1 Send . Csch = 1 L.q.q.d.

Observaciones: Sabiendo que: Sen20 + Cos20 =1

Despejando: [Sen29 = 1 - Cos20 | = | Sen20 = (1 + CosH) (1-Coso)

Asi mismo:|Cos26 = 1 - Sen28 | = | Cos26 = (1 + Send) (1-Senov)

3. IDENTIDADES AUXILIARES

1 - 2Sen20 . Cos20

A) Sen®0 + Cos*o
B) Sen®o + Cos®o 1 - 3Senz26 . Cos20
C) Tand + Coto Sec6b . Csco

D) Sec20 + Csc20 = Sec20 . Csc20

E) (1+Senb + Cos0)2 = 2(1+Senbd)(1+Cos0)

Demostraciones

A) Sen20 + Cos20 =1
Elevando al cuadrado:

(Sen20 + Cos20)2
Sen’® + Cos*0 +2 Sen20 + Cos26
Sen?9+Cos*0=1-2 Sen20.Cos?0

12
1

B) Sen20 + Cos26 =1
Elevando al cubo:
(Sen2p + Cosz20)3 = 13
Sen®® + Cos®0 +3(Sen20 + Cos20) (Sen26 + Cos26)= 1
Y~

1

Sen®® + Cos®0 +3(Sen20 + Cos20) =1 =|Sen®0+Cos®o=1-
3(Sen20.Cos20)

C) Tan® + Coto = %+%
Co9 Send
1
/—/%
Sen 20 + Cos?0
Tand + Coto =
Cos6.Send
1.1
Tano + Coto = ———— Tan0d + Cotb = Seco . CscH
Co9.Send
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1 N 1
Cos0 Sen®0

D) Sec20 + Csc20

1
f—J\_—\
Sen?0 + Cos’0
Co0s°0.Sen’0

Sec20 + Csc?20

11

T P P Sec20 + Csc20 =[Sec?20
Cos°0 . Sen%0

Sec20 + Csc?20

. Csc20

E) (1+Senb + Cos0)2 =
124+ (Send)2+(Co0s0)2+2Sen0+2Co0s0+2Senb.Coso
= 1+Sen20 + Cos20 + 2Sen0.2cos0 +
2S5en0.Coso0
= 2+2Sen0 + 2Cos0 + 2Sen0.CosH

Agrupando convenientemente:

2(1 + Send) + 2CosH (1 + Senod)
(1 + Senod) (2 + 2Cos0)

2(1 + Senod) (1 + Coso)

= (1 + Send + Cos0)2 = 2(1+Send) (1+Cos0)

4. PROBLEMAS PARA DEMOSTRAR

Demostrar una identidad consiste en que ambos miembros de la
igualdad propuesta son equivalentes, para lograr dicho objetivo
se siguen los siguientes pasos:

1. Se escoge el miembro “mas complicado”
2. Se lleva a Senos y Cosenos (por lo general)
3. Se utilizan las identidades fundamentales y las diferentes

operaciones algebraicas.
Ejemplos:

1) Demostrar:
Secx (1 - Sen2x) Cscx = Cotx
Se escoge el 1° miembro:
Secx (1-Sen2x) Cscx =
Se lleva a senos y cosenos:

, 1
Se efectla: Cosx. =
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PROBLEMAS PARA REDUCIR Y SIMPLIFICAR
Ejemplos:

Reducir: K = Sen?x - Cos*x + 2Cos2x
Por diferencia de cuadrados

1

(Sen2x + Cos2x) (Sen2x - Cos2x) + 2Cos2x
Sen2x - Cos2x + 2Cos2x
Sen2x + Cos2x = K=1

ARRN
o

1+ Cosx 3 Senx
Senx 1-Cosx

Simplificar: E =

1-Cos’x
(1 + Cosx)(l - Cosx) - (Senx )(Senx )
Senx (1 - Cosx)

E=

Sen?x —Sen °x 0
—> E = =
Senx (1— Cosx) Senx (1— Cosx)

PROBLEMAS CON CONDICION
Dada una o varias condiciones se pide hallar una relacién en
términos de dicha o dichas condiciones.

Ejemplo
1
Si: Senx + Cosx = E Hallar: Senx . Cosx
Resolucion
1 2
Del dato: (Senx + Cosx)? = sz
1
Sen2x + Cos2x + 2Senx . Cosx = Z
1
1
2Senx . Cosx = — -1
4
3 3
2Senx . Cosx = _Z = Senx . Cosx = -§
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¢Cuales valores de a, b y ¢ hacen de la siguiente ecuacion una identidad?

3+ 4c0s? 0 + 5cos* O = a + bsen? 0 + csen’ ©

Demuestre las siguientes identidades:

a)2cos’x—1 =1-2sen’x
b)sen* x — cos* x = 1 — 2 cos? x

c)tan? X — cot? x = sec? X — cosec? X

1-cosx
d)(cosec x — cot x)? =
1+ cosx
cos? X
€) ————— =(secx +tan X)?
(1—senx)

1
f) sen x-cosx — cos x- sen’x = i sen 4x

1-cosx X
=tan—
senx 2

9)

2secx

h)
secx —1

X
= csc(=
(2)

sen4x - cos2X — cos4x -sen2x

) =tan 2x

COSZ— sen2x

J) tan x + cot x = 2cosec 2x

Y

2 1
7, 1
CSC“ X sec2x
sen3x COS3X _ 9
Ssenx  COSX
sen2x  1-cosx X
. =tan —
1-cos2x  cosx 2

tan 6 = (sec 6 + 1)-(csc 6 — cot 0)

5secA —tanA N ScscA+1  82-2c¢
8secA+tanA 8cscA-1 B3+

sec O(sen 6 — 1)(tan 6 + sec 6) = -1

(cot © —tan 0 )? = cot? 0 (2 — sec?0)?
tan® 0

1+csc?0+tan?0

(cot 6 — tan 0)? = cot? B(2 — sec? 0)?

=sen 40

cot2 A 3 cot2 B

5 = COt?A — cot’B
sen“A

senZB
4

Demuestre que 1 sec*(50) + 3 sec2(50) es idéntica a itan“(56) + 1tan2(56) +C
20 40 20 8

donde C es una constante real; determine el valor de esa constante C.

Decida si las siguientes igualdades son o no identidades trigonométricas:

a) 10cos?11° —10sen?11°
b) sen T oos X
6 6

c) 4sen* 0 —4sen? 0 = cos? 20

) (1— co§160

3
j =sen® 80

e) ZsenE cosE =sen B
2 2

f) 2sen?30 —1=—cos 60.
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B. Nivel Medio.
1. Reducir: E=Sen2x.Secx+Cosx
. i . _ Secx- Tgx- 1
2. Simplificar : E Csox- Cigx- 1
3. Reducir :
E= 1 N 1 i 1
1- Coszq Csczq- 1 1- Sen2q
4. Calcular el valor de “K” si : + 1= 2sec?y
. Calcular el valor de Stk 1K
5. Reducir : W =(Senx + Cosx +1)(Senx + Cosx — 1)
Cscx — Senx
N C T bbb
6. Reducir : ’/Secx—Cosx
Reducir :
K = Ctgx.Cosx — Cscx(l— ZSenzx)
. 1
8. Si: Cscqg- Ctgq= T
Calcular: E= Secq+ Tgq
9. Reducir : HZTQZX[T94X+3T92X+3J+1
10. Reducir : G- Senx  Tgx+Cosx-1
) " 7 1+Cosx Senx
11.Reducir : J= Cosq(Sec?’q— Cscq) - ngq(Ctgq— Ctg4q)
_ 2 4 2
12.Reducir : W = (Sec”q+ )(Sec"q+ 1)+ Ctg=q
2 2
2Tgx + Ctgx)“ + (Tgx- 2Ctgx
13.Reducir:M:( g g2) ( 92 9x)
Tgex + Ctg=x
1
14.Reducir : E=1* 1
-1+
1
1-—
Senzx
1+
(1-Senx)(1+ Senx)
15.5i Tgo+ Ctgb+ m _ Sen36+Cos39
>ST% Tgo+ Clg0+2  [seno+ Coso®
Calcular el valorde* m™
. . _ E- (Cosax.8e02x+ Tgx.Senx)Cscx
16. Simplificar : Cigx.Senx
3n 2 2
i~ 0e(—,m ke J= _
17.Si: <4 > Reducir : J \/1+Tge+Ctge+\/l Tq0+ Cigd
18.Si : Sen4e—Cos46=%

Calcular: E=Sec?0.(1+Ctg%0)

Gestion Curricular
Asignatura: Precdlculo |
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19. Simplificar : R=(Senx + Cosx)(Tgx + Ctgx) — Secx

20. Reducir : H=(Secx —Cosx)(Cscx — Senx)(Tgx + Ctgx)
21.Si : Tge=7-Ctgo

Calcular: E= «fSecze + Ctgze

2 2 2 2
22. Reducir : E:Sec X + Csc“x + Sec“x.Csc“x

2Sec:2x.Csczx

+ ngx

23. Reducir : H- (1-Senx + Cosx)z(lJr Senx)
) ) Senx.Cosx(1+ Cosx)

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS DE LA SUMA DE DOS ARCOS

Sen (a+B)= Sena.Cosp +Senp.Cosa

Cos (a+p)= Cosa. Cosp-Sena.Senp

tgo + tgp

9P g

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS DE LA RESTA DE DOS ARCOS

Sen (a-B)= Sena.Cosp - Cosa.Senp

Cos (a-B)= Cosa.Cosp + Sena.Senp

Tg (a-p) = tgo - tap

1+ tga . tgp
Ojo: .
Ctg(a+p)= Ctga . Ctgp + 1

Ctgp + Ctg
Aplicacion:

a) Sen 759 = Sen (45°+309)
= Sen 459 Cos30°+Cos45° Sen30°

T

.. Sen750 = M
4

ucontinental.edu.pe | 114



— ' Gestion Curricular
S— Asignatura: Precdlculo |

EJERCICIOS
A. Nivel Basico.

Aplique la formula de la adicién o de la sustraccién para calcular el valor exacto de
la expresién, segun se demostrd en el ejemplo.

1.- sen75°

Respuesta:

V6+V2
4

2.- cos 105°

3.- tan15°

191
4.-sen —
12

5.-tan (—:—2)

11T
6.- cos—
12

Mediante la formula de la adicion o de la sustraccion para plantear la expresion como
una funcidn trigonométrica de un nimero, y después determinar su valor exacto.

7.- sen 18°cos 27° + cos 18°sen 27°
2T

31 2T 3
8.- cos—cos=— + sen— sen —
7 21 7 21

tan 73°-tan 13°
1+tan 73°tan 13°

Demuestre la identidad de la confusién usando las formulas de adicidén y sustraccion.
10.- tan G— u) = cotu
11.-sec(g—u) = cscu
Demuestre la identidad.
12.- sen (x — g) = —CosX
13.-sen(x — m) = —senx
14.- tan(x — ) = tanx
T T
15.- cos (x—g) + sen (X—;) =0

16.- sen(x +y) —sen(x —y) = 2cosx seny

txcoty+1
17.- cot(x— = SEECOyr
( y) coty—cotx
sen (x-y)
18.-tanx —tany = ————=
cOSXCosy
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_ sen (x+y)-sen (x-y) _
1 cos(x+y)+cos(x—y) - tany

20.- (x+y+2z) =senXxcosycosz+ CosSXSenycosz+ CoOSXCOSY Sen zZ — sen xsen y sen z
Escriba la funcion sélo en términos de seno

21.- —/3senx+ cosx

22.- 5(sen 2x — cos 2x)

23.- Refiérase a la figura. Demuestre que a+ 3 =y Yy calcule tany

B. Nivel Medio.
. 3
C. Si: Senaz—g; aec III C;

Cosﬁzﬁ, Be IV C. Hallar: E=Sen(o + )

Sen(a—Db)
Cosa.Cosb

D. Reducir: E= + Tagb

1
Si: Cos(a+b)—Cos(a—b):E
Hallar E = Csca.Cscb
E. Si :Senez—% ;0 €lllC; Taga=1; ae IIIC
Hallar E = Sen(6+a)

Cos(a—b)—-Cos(a+hb)
2Sena
G. Reducir :M = \ESen(e +45°)—2Send

F. Reducir : G=

_ Sen(a+b)—-Senb.Cosa

H. Reducir: E=
Sen(a-b) + Senb.Cosa

I. Reducir : E=Cos(60° + X) + Sen(30° + X)
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J. Si se cumple: Cos(a—b) =3SenaSenb

k. Hallar M = TagaTagb

K. Si ABCD es un cuadrado. Hallar Tagx
B C

m

A D
} 5 |

L. Reducir :
E = C0s80°+2Sen70°.Senl10°

M. Si: Tagoc+TagB=§; Ctga+Cth=g
Hallar E = Tag(o+p)
N. Hallar : Ctg6 B2 E 2 .
6 )
A D

O. Hallar :M = (Tag80° — Tagl0°)Ctg70°
P. Hallar el maximo valor de:

M = Sen(30° + x) + Cos(60° + X)
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I. FUNCIONES TRIGONOMETRICAS DE ARCO DOBLE

1. Seno de 2a:

Sen 2a = 2Sena Cosa

2. Coseno de 2a.:

Cos 2a = Cos2a - Senzq
Cos 2o =1 -2 Sen2a ... (I)
Cos 2a = 2 Cos2a. -1 ... (II)
3. Férmulas para reducir el exponente (Degradan Cuadrados)

De (I)... |2 Sen2a = 1 — Cos 2a
De (II).. | 2 Cos2a = 1+Cos 2a

4. Tangente de 2a:

1+ Tga

200
1-T g
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Ejemplos

1+Sen2x + Cos2x
1+Sen2x — Cos2x

1. Reducir: R=

Resolucion:

R = L+Cos2x+Sen2x _ 2C0s°X + 2SenxCosx
1—-Cos2x +Sen2x  2Sen*x + 2SenxCosx

_ 2Cosx(Cosx=+Senx) Ct
2Senx (Senx+€05%) x

2. Simplificar:

_ (Sen 2x + Senx)(Sen 2x — Senx)
1+ Cosx + Cos2x)(1— Cosx + Cos2x)

Resolucion

E= (2SenxCosx + Senx )(SenxCosx .2 —Senx )
(2Cos?x + Cosx)(2Cos*x — Cosx)

Senx (2Casx—+1)Senx {2€esx=1) ~

= = tgx.tgx
Cosx(2Cesx+1)Cosx(2Cosx<1)
E = tg2x
3. Siendo: @:%
a

Reducir: P = aCos26 + bSen26

Resolucion:

= aCo0s20+b.2Senn.Coso

= aCos 20+bCosh. 25en0d

= aCos 20+aSen0O. 2Senod

= aCos 20+a(2Sen20)(1-Cos260)
H_J

P =aCos20 + a — aCos20 - P=a

Gestion Curricular
Asignatura: Precdlculo |
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A. Nivel Basico.
1.  Si:Cscx=+3 .
Hallar : E =Sen2x

2. Si: Taghd =-1/5. Calcular : E =Cos26

3. Si: Senx-Cosx=é Hallar E = Csc 2x

4, Si: Tag (7z+«9):; Hallar :

E = Tag 26

5. Reducir:

M= ZSenxCossx + 2CosxSen3x

6. Si: Sen0(=l
3

Hallar E = E:3—§COSZQ+COS40L

7. Reducir:

5+ 3Co0s4x

M =
Cos4x - Senszoszx + Sen4x

8. Si se cumple:

Sen4x - Senszoszx +Cos4x = ACos4x +B

Senl0°Sen80°
Cos10° - x/§SenlO°

8. Reducir: M =

Tag*0+Sec®9+Tag?0 8
2Tagd — 2Tag3e 3

9. Sise cumple:

Hallar E = Sen 46

10. Reducir:
M = 25en20 —Send

Sen30 + 4Sen2¢9.Sen22
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II. FUNCIONES TRIGONOMETRICAS DEL ARCO MITAD

1. Seno de %:

2 Senz% =1 - Cosa

o 1+ Cosa
Sen—_ =+ |-~ ——
2 o2

2. Coseno de d

2cOsz% = 1 + Cosa

o 1+ Cosa
Cos— =+ |————
2 o2

(£) Depende del cuadrante al cual e“%

Donde:

n

3. Tangente de %:

o 1-Cosa
2 \/1+ Cosa

4, Cotangente de %:

Ctgg _ . 1+ Cosa
2 ~/1-Cosa

5. Formulas Racionalizadas

Tg% = Csca - Ctga

Ctg% = Csca + Ctga
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A. Nivel Basico.

1. Si: Cosx=1/4 ; x e III Cuadrante

Hallar E = Sen ()2()
_ 5
2. Si: Ctgx = L ; X e III Cuadrante

Hallar M = Cos ()2()

3. Si. Cosx=1/3 ; 37/2 <x> 2n
Hallar E = Tag(;j

4. Si: 90°<x<180° y Tag?x = 32/49

Hallar : Cos(x/2)
5. Reducir: E=Senx(ragx.Ctg§—1)
6. Reducir:
E = Tag>+2Sen?| X | ctg X
4 4 2
7. Si: 2Sen20=Send ; 0 e < 270°360° >
Hallar E = xg{xESenz+\E Cosﬂ
8. Reducir:
X X
M = Tagx +Cth—Ctg ESecx

0. Reducir: A =Tag(45°+g)—5ece

10. Hallar E = Tag7° 30"
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PORTAFOLIO
N° 17

LEY DE SENOS Y
COSENOS

HABILIDAD FINAL DEL PORTAFOLIO

e Utilizar instrumentos, técnicas y formulas, individual y
grupalmente, para entender la trigonometria.

PRACTICA N° 17

Tema: LEY DE SENOS Y COSENOS

Ley de los senos

Si ABC es un tridngulo con lados a, b y ¢, entonces

a b C

senA senB senC’

A es agudo.

Ley de los cosenos

Forma estdndar

at = b*+ c2 — 2bccos A
b* = a* + ¢* — 2ac cos B

c?=a*+ b*> — 2abcos C

A es obtuso.

Forma alternativa

b* + ¢? — a?

COs A =
2bc
a? + ¢2 — b?
cos B =
2ac
a’ + b* — ¢?
cos C =

2ab
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1. LEY DE SENOS
En todo triangulo la longitud de cada lado es D.P. al seno del angulo que

se opone al respectivo lado.

B
a
C
C
b
A
a b ¢ 3
SenA  SenB  SenC
Sea “S” el Area del AABC
s = Cgena s = Lsenp
2 2
Igualando areas: §SenB=b—CSenA, luego: a _ b
2 2 SenA  SenB

COROLARIO DEL TEOREMA DE SENOS

4
A
a a
h TBA:Sen A=  —2R-=
2R SenA
a b C
SenA  SenB  SenC
R = Circunradio
* Observaciones:
a = 2RSenA, b = 2RSenB, c = 2RSenC
2. LEY DE COSENOS
a2 = b2 + c2 - 2bc CosA
b2 = a2 + c2 - 2ac CosB
c2 = a2 + b2 - 2ab CosC
Observaciones:
b? +c? —a? a’+c?-b? a?+b?-c?
CosA= —————, CosB= — ——, CosC= —— ——
2bc 2ac 2ab

ucontinental.edu.pe | 124



Gestion Curricular

— ' r
Asignatura: Precdlculo |
3. LEY DE TANGENTES
A+B B+C A+C
tg tg tg
a+b 2 b+c 2 a+c 2
a—b g A-B b-c ig B-C a-c ig A-C
2 2 2
4, LEY DE PROYECCIONES
A
¢ b a = bCosC + c CosB
b = aCosC + c CosA
c = aCosB + b CosA
B cCos B H b Cosc C

A. Nivel Basico.

1. Hallar“ x”"si: Ctg 6 = Z\ﬁ

20,

37° 0

A N\
2. En un tridngulo ABC ; B = 60° ; b = 3\/5 ryc=3+ «/g . Hallar el angulo A

3. Silos lados b y c de un tridngulo miden 31 cm. y 7\/5 cm. respectivamente y el
angulo A = 45°, Hallar el lado “a”.

El Coseno del mayor angulo de un tridngulo cuyos lados son tres nimeros enteros

4,
y consecutivos es iguales a 1 /5. Hallar el perimetro del tridngulo.
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B. Nivel Medio.

1. A partir de la figura dada determine los elementos restantes del triangulo teniendo
en cuenta las condiciones de cada caso y una de las leyes conocidas:

a) w=65°, =50°, b=12
b) f=60°, a=7,c=7
c)a=7, b=9, c=12
d) @=56°30", b=10
e) #=120°, a=4, c
f) c=5,b=3, a=6

,c=5
=8

2. Segun las leyes y sus caracteristicas vistas, resuelva cada una de las siguientes
situaciones
a) La distancia entre la meta y un hoyo particular de golf es de 370 m. Una
golfista le pega a la pelota y la coloca a una distancia de 210 m. Desde el punto
donde esta la pelota, ella mide un angulo de 160 entre la meta y el hoyo,
encuentre el angulo de su lanzamiento y cual es la distancia entre la bola y el
hoyo (véase figura).

Meta\MQ

bola

b) Los angulos de elevacion de un
globo desde los puntos A y B a nivel
del suelo son de 24°10' y 47°40’,
respectivamente (como se muestra
en la figura). Los puntos A y B estan e
a 8.4 millas uno del otro y el globo " Sl

e

de encuentra entre ambos, en el S \24"10
- i
mismo plano vertical. Calcula la il 8.4 mi : BN

altura del globo sobre el suelo

c) Un rombo tiene lados de 10 cm de longitud. Si el angulo de uno de los vértices
es de 50°, encuentre las longitudes de las diagonales.

d) Desde el piso de un candn se necesitan 62 m de cuerda para alcanzar la cima
de la pared del candén 86 m para alcanzar la cima de la pared opuesta (segun la
figura). Si ambas cuerdas forman un angulo de 123°, cual es la distancia entre la
cima de una de las paredes de un canén y la otra?
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e) Una persona se dirige desde un punto A en linea recta hacia un punto C. otra
persona hace lo mismo desde un punto B. si la distancia entre Ay B es de 8
Km., el angulo CAB es de 75° y el angulo CBA es de 459, {Qué distancia tendra
que recorrer cada persona?

f) Las boyas A, B y C marcan los vértices de una pista triangular en una laguna.
La distancia entre las boyas Ay B es de 1.200 m, la distancia entre las boyas A
y C es de 900 m y el angulo CAB es de 110°. Si el bote ganados de la carrera
recorrid la pista en 8,2 minutos, écudl fue su velocidad promedio?

c. Nivel Avanzado.

1. un barco navega 15.0 millas en direccién s 40° 10’ o, y después 21.0 millas en
direccion n 28° 20’ 0, encontrar a que distancia esta del punto de partida y
cual es su orientacion respecto del punto c al punto de partida.

2. Un barco sale del punto A y sale en direccion S 40° 10’ O, y llega al punto By
navega 21.0 millas en direccion N 28° 20’ O, y llega al punto C y navega 22.09
millas en direccion S 77° 38" E. Determinar la distancia de AB = c vy la
orientacién del punto A al punto C.
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